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INTRODUGAO

As séries de poténcias sdo um instrumento importante na
Anilise e muitas demonstragdes em cursos elementares de Analise
podem ser simplificadas quando se é permitido derivar séries de
poténcias termo a termo. Por exemplo, a série do logaritmo de
1+ z pode ser obtida mais facilmente pela integra¢io termo a
termo da série de poténcias de 1/{1+ 2} do que pela aplicagao do
Teorema de Taylor com resto. A funcio exponencial pode ser facil-
mente apresentada, juntamenté com suas propriedades, como série
de poténcias solugio da equago diferencial y = 3 (satisfazendo a
condi¢io inicial y = 1 em = = 0).

As séries de poténcias eram bastante populares na virada do
século, mas com o passar do tempo elas foram sendo relegadas
a segundo plano nos curriculos; e isto por duas razdes: em pri-
meiro lugar, as funcdes ndo analiticas comegaram a desempenhar
um papel mais importante, e em segundo lugar uma demonstragio
rigorosa geralmente era feita com base no teorema sobre derivagao
termo a termo de séries, o qual, por sua vez, apoiava-se no conceito
de convergéncia uniforme, que era considerado fora do alcance do
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estudante médio. A propésito, E. Landau — que certamente nao
exageraria dificuldades — diz em seu livro {2] que a demonstragio
do teorema sobre derivagdo de séries é um dos mais dificeis em
todo o livro. Existem, todavia, pelo menos trés demonstragbes
simples sobre derivagdo de séries de poténcias que evitam o con-
ceito de convergéncia uniforme. Uma é devida a Apostol [1], outra
pode ser encontrada no livro de andlise complexa de Narashimhan
{31, a terceira é dada pelo presente autor [4] e é sobre esta que
faremos uma expansio aqui. Acreditamos que a dificuldade de
ensinar isto num primeiro curso de calculo é comparavel & que en-
contramos no ensino de outros topicos consagrados, como a regra
da cadeia. Nossa demonstragio é valida tanto para varidveis reais
como complexas, donde, no que segue, nem sempre especificare-
mos se varidveis como z ou h etc. sdo reais ou complexas. A letra
n sempre designard wm nimero natural.

Demonstragao do teorema

[=.a)
Suporhamos que f(z} = 3 ;2" seja absolutamente conver-
0
genteem |z| < R (R podendo ser +co). Suponha por um momento
oo
que g(z) = 3 nenz™”! também seja convergente em |z} < R. De-
0

sejamos provar que f'(z) = ¢g(z), o que nos leva naturalmente a
considerar a diferenga

-nz" . (1)

flz +h]3—-f(:ﬂ) ~g(z) = ch [(:5 + R — 2"

5 h

Para mostrar que esta diferenca tende a zero com k — 0, estabe-
lecemos primeiro o seguinte

Lema. A desigualdade

h,2
](m+h)"—xn—hnm”"1| < ]-ﬁli(lmH-H)“ (2)

€ vdlida quaisquer que sejam os mimeros complezos ¢ e h, com
lh| < H.
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Para a demonstragao basta utilizar o bindémio de Newton:
. (n
(2 +h)* = o™ — A < AP S ( ) |z|" % |h|* 2
k=2 k

’hlz - n n—k k [h"2 n
S H2 & k le |H| -.<- Hz (|$I+H) *

Seja agora |z| < R. Podemos escolher H positivo tal que
|zl + H < R. De (1) e (2) segue facilmente que, para |h| < H,

‘f(m+h) - f(z) _
3

o) < L T eullel + )

Fazendo h — 0, a demonstragio estard completa se mostrarmos

oo
1) que a série ) |cp| (|z] + H)™ converge;
9

o0
ii) que a série 3 nc,z™ ! converge em |z| < R.
0

Observe que i) segue da escolha de H e ii) ¢ uma simples
conseqiiéncia do Lema. De fato, segue de (2), com h = H, que

||z} + H) — 2™ - Hnz* 1 < (lz] + H)™
Por outro lado,

(e + H)* 2" — Hnz"™Y| = |Hnz" ' — ((z + H)" - z"|
> Holo|"™' — |(e 4+ H)" = 2| > Hnla*™" = (2] + H)" - |z|".

Daqui e da designaldade anterior obtemos
Hnlz|"™" < 2(Ja| + H)" + Jo|"
e, conseqientemente,
n-— 1 n
[nene™ 1| < 7 2lenl (I2] + H)™ + |ea| [2]"). (3)

A série cujo termo geral é o segundo membro de (3) converge pela

oo
suposta convergéncia de » . c,z" se {z] < R e pela escolha de H.
0
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Pelo teste de comparagio, segue-se que a série da funcado g também
converge em |z| < R. Fica assim provado o

Teorema sobre derivagao termo a termo de uma série de
o0

poténcias. Se a série de poténcias f(z) = 3 cnz™ converge
0

absolutamente para |z] < R, entdo o mesmo € verdade da série

i::ncnfb‘"_l e f'(z) = g(z) em |z] < R.

INTEGRACAO

Combinando o teorema anterior com o teorema fundamental
do Célculo, obtemos o
Teorema sobre integragao de séries de poténcias termo a
(o]
termo. Se ¢ série de poténcias Y c,z™ converge absolutamente
0

em {z| < R, entdo

z o e
f(t)dt = m_gntl
s =3 5
no dominio |z| < R.
Observagdo. (O conceito de raio de convergéncia permitiria subs-
tituir, nos dois teoremas, a hipdtese da convergéncia absoluta da
série de f em {z} < R pela hipétese de que essa série tem raio de

convergéncia positivo (possivelmente infinito).

Desenvolvimentos em séries de poténcias como

28 ot
1 =r——4— - — 4... 4
og(l+z)==x 2-%-3 1 +.o., (4)

on 3 5 7
a.rctgmm:c—%—+%——%—+..., (5)
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ambos vilidos em [z < 1, sao conseqiiéncias imediatas desse teo-
rema. Observe que ambos esses desenvolvimentos (4) e (5) sdo
véalidos também para z = 1. Costuma-se invocar o Teorema de
Abel para estender a validade dessas séries para z = 1, mas isto
nio é necessario, como bem ilustra o exemplo seguinte.

Exemplo 1. O desenvolvimento (4) é vilido também para z = 1.
Para a demonstragio, seja
oo +1 3’"’
TN = -prri—,
v s
N+1
Sabemos que numa série alternada, cuja seqiiéncia dos termos é

decrescente, o resto nao excede, em valor absoluto, o primeiro
termo desprezado; portanto,

donde obtemos

N n
1
log(1+a)— S (-1} . |ry| < :
og(1+2) ;( Y Irnl < (6)
Agora € 56 fazer z — 1 em (6) para completar a demonstragio.
Exemplo 2.
1 =)

log(1l + z) 1

—= iy = —. 7
e “

Para demonstrar isto, seja 0 < z < 1. Com (4) e o teorema
de integragdo termo a termo obtemos

“ log(1+t) oz
ST g =N 2
/0 i d Z ne

1




Como -
N | = 1 = /1 1 1
Y EeY ey =Y (o) =
PR ol ) n(n + 1} g\ ont+l/ N+l
temos N

“log(l+1) < z" 1

—_ — < —. 8

/(; ¢ leng T N+1 (8)

Finalmente, basta fazer x+ — 1 em (8) para obtermos (7).
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