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Racionalizacdo de Radicais e
Questoes Algébricas Relacionadas

Eduardo Henrique de Mattos Brietzke

Ha poucos dias fui procurado por um aluno que, com o fim do
ano letivo, voltou a pensar numa questio que hi um ano o desa-
fiava. Tratava-se de uma questio de vestibular do ITA (Questio
1, abaixo} sobre racionalizagio de denominador. Por ser este tipo
de questdo considerado dificil e por nio ser abordado de maneira
sistemdtica nos livros-textos em circulacéo, parece-me convenjerte
fazer algumas reflexdes sobre o assunto, as quais nos levario a con-
sideragdes interessantes acerca da teoria de polinémios de uma ou
varias varidveis. Chegaremos a um procedimento geral para resol-
ver este tipo de problema e, como aplicacio do mesmo circulo de
idéias, veremos um método para determinar um polinémio anula-
dor de certos niimeros algébricos, primeiro passo para encontrar o
polinémio minimal.

Questao 1: Racionalizar o denominador da expressio
U 6
14+ V7+ 9

Este tipo de questdo foi muito popular antes do advento das
calculadoras de bolse, quando, por exemplo, era muito mais facil
dividir v2 por 2 do que 1 por v/2. Pretendemos mostrar que o
assunto ainda é interessante.

O que significa racionalizar uma expressio?

Se f = f(ay,az,...,2,) é um polindmio em 01,02,... ,0,
com coeficientes inteiros, sendo cada ey a raiz ri-ésima de um
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nimero natural, racionalizar a expressio f é encontrar outra ex-
pressao g € Z[ay,q2,... ,0,] nio nula e tal que fg € Z. A fim
de obter inspiracio sobre como tratar o caso geral vamos comecar
examinando um caso bem simples.

Questdo 2: Racionalizar a expressio f(a) = 1+ ¢, onde &® = 5.
Por razdes tipogréificas nio escrevemos a em forma de raiz.

Solugao: A maneira usual de racionalizar esta expressio é em-
pregando a férmula

(1+a)l-a+a®)y=1+a®=6.

Fatorando o primeiro membro, a férmula acima pode ser reescrita
como

(14 a)(1 +wa)(1 + wia) =6,

onde w = %, Portanto a expressio f(a) foi racionalizada
multiplicando-a pelo fator g(a) = f(wa)f(w?a).

Consideremos agora um caso um pouco mais complicado.

.Questéo 3: Racionalizar a expressdo f(a) = 1+ o + 3a?, onde
a® =5,

2xi
3

Solugdo: Aqui a mesma idéia funciona. Ainda com w =5,

f(e)f(wa)f(w*a) = ,
= (14 a + 3a?)(1 + wa + 3wle?)(1 + wla + 3we?)
= (1+ a + 3a?)(-14 + 44a - 2a*) = 636.

Vamos, agora, tentar entender porque obtivemos acima um
resultado independente de o e de w.

Exemplo 4: Para f(a) = a+ba+co® (a,bc€Z)ew=eF,
calculemos '

et

5
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';%a
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f(a)f(wa)f(wzaj = (a + ba+ ea®)
[a® + ab(w + w?)a + (ac(w + w?) + b¥)a? + be(w + w?)e® + Fal).

De0=0w®—1=(w-1)w? +w+1)segue que w+w? = —1le,
portanto,

fla)f(wa) flw?a) =
= (a+ ba + ca?)[a? — aba + (B - ac)o? - bea® + o)
=a% + (b — 3abe)a® + c2ab.

Nesta férmula notamos dois fatos surpreendentes. Em primeiro
lugar, todos os coeficientes sio polinémios em a, b e ¢ e, portanto,
inteiros. Em segundo lugar, na ¢ltimalinha s6 aparecem poténcias
de . E fécil explicar este dltimo fato:

Lema. Sejam F(z) € Clz]ew = e, com r € N, r > 2. Entéo
F(z) € C[z"] se e somente se F(wz) = F(z).

Demonstracgao: Seja F(z) = ¢, + c1z +c2z® + ...+ ¢,2°. Entdo
F(wz) = ¢o+cwe +eaw?al+.. .+ cw*z®. Portanto os polinémios
F(z) e F(wz) sao iguais se e somente se cxw® = ¢ para todo k.
A igualdade cyw* = cx ocorre em dois casos, para w* = 1 ou para
¢x = 0. Levando em conta que w* = 1 s6 para k miiltiplo de r,
concluimos que F(wz) = F(z) é equivalente a cx = 0 se k ndo ¢
miltiplo de r, isto é, F(z) € C[z"]. B '

Corolario. Sejam f(z) € Clz], r € N, 7 > 2, e w = e
Definamos p(z) = f(wz)f(w?z)... f(w™'z) . Entdo o polinémio

p(z) é tal que o produto F(z) = f(z)p(z) estd em Clz).

Vejamos a explicagdo para o segundo fato destacado no Exem-
plo 4:

Proposicdo 1. Sejam f(z) € Z[z],r e N, 7 2 2 ew = e
Seja p(z) definido por p(z) = f(wz)f(w?z)... f(w™"'z). Entdo
p(z) € Z[z).
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Demonstragéo: Sejam f(z) € Z[z], r € N ¢ w como no enun-
ciado. Definimos o polindmio G em r —~ 1 varidveis por

G(.’BI, T2,.0n ,.'B,._l) = f(:tl)f(:Ez) tes f(:c,,_l).

G é um polinémio simétrico, isto &, G(Zo11Zogseee »Tay_,y) =
G(z1,%2,... ,2-_1), para qualquer permutacdo na ordem das
varidveis. Embora nao se use aqui este fato, observemos que um
polilkémgo em 7n varidveis é simétrico se s3o iguais os coeficientes

2

de z77z;% ... 2k e de shighe . 2k

Lembremos o seguinte resultado de [1], 3 pag. 79:

Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos. Se R é
um anel comutativo com unidade entio todo polinémio simétrico
em 7 variaveis com coeficientes em R, F € R[z1, 22, ... s &) pode
ser escrito de maneira tinica como F = f(s;,s,,... ,8n), onde f é
polindmio com coeficientes em R e 81,825.+. ,8n 530 0s polindmios
simétricos elementares em n varidveis, dados por

S1=n1+22+4- 2,

S2=F1%2+2T3+ -+ Tz F T3 F - F 2oy

sa= 3 T;zpig

L., h<n<i

$n =Z1T9...Ty.

Aplicando este resultado ao polinémio G definido acima, te-
mos que existe um polindémio H em r—1 vériaveis com coeficientes
em Z tal que

G(z1,22,... ,&po1) =

= FE1)f(@2) - f(@rr) = H(sp, sy 1801).

Mas nosso polindmio p(xz) satisfaz

p(z) = G(wz,w’z,... ,w"1z).

Vejamos entdo o que acontece com as funcdes simétricas ao subs-
tituirmos cada z; por wiz. Indiquemos por § = sp{wz,wie,
.o yw"1z). E f4cil ver que

(Q+z)(l4z)...(142,.1)= 1+381+ 83+ + 8,03,
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Fazendo a substituicio z; = —w/z, obtém-se
.
r—1
[Ja-e'z2)=1-s 48—+ (1) 51
i=1
Por outro lado, w,w?,...,w™! sio as raizes do polinémio
r=1

I (1 — wiz), pois cada w™? anula o fator 1 — w’z. Portanto
=1

4 r—l‘

H(l —wiz) =

Comparando estas duas expressdes, concluimos que 5 = (=1)kz*,

k=0,1,...,5— 1. Portanto
p(z) = H(-z,2%,-2%,...,(=1)""a"" ) € Zz],

pois H tem coeficientes inteiros, |

Neste ponto é interessante observar que na demonstragao da
Proposi¢do 1 nio foi essencial que os polindmios tivessem coeficien-
tes em Z. Os coeficientes poderiam estar num dominio A qualquer.
Tomarfamos K = {%;¢,b € A,b# {)} o corpo de fragoes de A e
XK o fecho algébrico de K. Em K tomarfamos um elemento w,
raiz r-ésima primitiva da unidade. Vamos precisar considerar, por
exemplo, o caso em que A = Z[z]. O mesmo raciocinio da Pro-
posigdo 1 permite obter a

Proposigdo 2. Sejam A um dominio, K o corpo de fragdes
de A, K o fecho algébrico de K, f(z) € Alz}, r € N, r > 2
e w € K raiz r-ésima primitiva da unidade. Entdo p(z) =
flwz)f(w?z)... flw1z) € Alz] e é tal que F(z) = f(z)p(z) €
AlzT).

Estamos agora em condi¢des de racionalizar qualquer po-
lindmio envolvendo radicais e com coeficientes inteiros. Em lugar
de resolver a Questdo 1, vejamos um exemplo mais ilustrativo.

Exemplo 5: Racionalizar a expressio f(a,8) = 14 a? + af +
(3+a¥)f,ondeca! =5e 3 =1+c.
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Solugdo: Primeiro eliminamos 8. Temos f(a,8) = ap + 01 +
a33%, com ay, € Z[e]. Pela Proposicio 2, sew = e*5', o produto

p(asﬁ) = (aa + alwﬁ + a2w2ﬁ2)(ao + 0.'1{.02[3 + a2wﬁ2) € Z[aaﬁ]

e é tal que F(a) = f(e,8)p(a,B) € Za], pois 3% € Z[e]. Racio-
nalizando F(a) obteremos um inteiro, pois o? € Z. »

Observemos que este exemplo mostra que nosso método nos
permite racionalizar f € Z[en,as,... ,ay] no caso mais geral em
que o' € Z e o} € Z]ay,... ,a5_1] se k > 2.

Existe um outro método para racionalizagio de radicais que
nio usa nimeros complexos {ver [2], pag. 197 ¢ 198). Nosso
método no entanto tem a vantagem de estabelecer um fato geral
sobre polindmios, que pode ser aplicado em outras situagdes, como
mostraremos a seguir.

E simples racionalizar uma expressio A, se conhecemos um
polindémio p(z) € Z[z] \ {0} tal que p(A) = 0. De fato, se p(z) =
a,z" + a3z 4+ -+ + a, ¢, sem perda de generalidade, a,, # 0,
entdo de p(A) = 0 deduz-se que

A(ao/\*‘fl +-dpy)=—0, € Z.

O que nem sempre é facil é descobrir um polindémio p(z) tal que
p(A) = |

Vejamos um método de achar um polindmio p(z) € Z[z]\{0}
que anule uma expressio A € Z[ey,a3,...,ay), onde of* € Z
e a;" € Z{ey,...,0;-1], se 7 > 2. Vamos estudar o caso par-
ticular A = a + 3, onde o®,8% € Z. O caso geral é andlogo.
O polindmio f(z)} = z — a —  se anula para £ = A, mas seus
coeficientes ndo sao inteiros. Considerando f(z) como polinémio
em (3 com coeficientes em Z[e, ], temos, pela Proposicao 2, que

2 )
[[(z - o — wB) € Z{a,z]. Novamente, considerando
=0
G como polinémio em o com coeficientes em Z[z], temos que
F(z) = G(a)G(wa)G(wa) € Z[z]. Como f(z) =z -a— B ¢é
um fator de Fi(z), é claro que F(A) = 0. Os célculos sdo simples:

1). Para f(f) = t — f, temos f(B)f(wB)f(w*8) = (1= B)(t—
wh(t —wiB) =13 -
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2). Substituindo acima t por z — a, obtemos

N
Y

2
G= H(m—auwk,@) =(z—af -5 = 2® — 3 ~3z a4 3z’ — .

3). Parag(a) = c—da+ea?—a?, calculamos g(a)g(wa)g w?a)
= % — (&® - 3ede+ 3¢%)o® + (3¢ - 3de + e3)ab - Aqm 56 prec1-
samos calcular o termo constante e os termos em &>, a® e o®. Os
demais, sabemos de antem#o que se anulam.

4). Aplicando o resultado do item precedente com ¢ = z°— 32,
d = 3z? e e = 3z, depois de simplificagbes imediatas, obtém-se

F(z) = (2 — a® — §°)° - 272%%8°.

Em outras palavras, dados a,b € Z, o polinémio p(z) = {z° —a —
b)® — 27abz? satisfaz p(¥a + ¥b) = 0. O polinémio minimal de
A= Ja+ /b é um divisor de p{z). Nem sempre é o préprio p(:r)
Por exemplo, se o produto ab for um cubo perfeito, isto é, ab = 4>,
com 7 € Z, verifica-se que o fator 2° —a — b~ 3yz de p(z) ja anula
A. Um outro exemplo é quando a = 16 e b = 54, pois neste caso,
como V16 + /54 = /250, [3, pég. 195}, o polindmio minimal de
A é 23 — 250.

Agradego ao Prof. Derek Hacon da PUC/RJ que leu uma
versdo preliminar deste trabalho e deu valiosas sugestoes.
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