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0. Introducdo.

E usual nos cursos de graduacdo em matematica, principal-
mente nas disciplinas de cdlculo e geometria, falar-se nas su-
perficies de revolugdo. A razdo é que tais superficies sio muito
tteis para construgio de exemplos, esclarecendo muitos conceitos
importantes da teoria.

Fato bem menos conhecido, entretanto, é que as superficies de
revolugdo sao casos particulares de superficies invariantes por um
subgrupo a um parametro de isometrias do R? (adiante explicamos
com maiores detalhes o que isto significa). Como exemplo, existem
também as superficies helicoidais, dentre as quais o helicéide é um
exemplo classico.

A grande vantagem de uma superﬁcie ser invariante por um
subgrupo a um parimetro de isometrias provém do fato de que
suas propriedades podem ser obtidas a partir do estudo da sua
“curva geradora”, como acontece com as superficies de revolugio.
Isto foi utilizado ja por Delaunay em 1841 para obter exemplos de
superficies de Curvatura Média constante em R* ([8]).

Bem mais recentemente, esta idéia de considerar superficies
invariantes por subgrupos de isometrias foi desenvolvida e gene-
ralizada por Back, do Carmo e Hsiang, em [4], constituindo a
assim chamada Geometria Equivariante. Através da Geometria
Equivariante resolveram-se problemas importantes da Geometria
Diferencial como, por exemplo, a questio formulada por Hopf em
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dimensdo maior ou igual a 4 (veja [14] ou a segunda sedo deste
trabalho).

A teoria da Geometria Equivariante tem sido utilizada princi-
palmente na obtencio e descri¢gio de exemplos de hipersuperficies
de Curvatura Média constante. Neste trabalho buscamos ilustrara
técnica desenvolvida nesta teoria, primeiramente considerando os
casos simples das superficies de Curvatura Média constante em R3
invariantes por um subgrupo a um pardmetro de isometrias, isto
é, as superficies de revolugdo, helicoidais e translacionais. Damos
entdo uma descricio dessas superficies através do estudo de suas
curvas geradoras. Em particular, descrevemos o resultado classico
de C. Delaunay que fornece uma maneira “pratica” e elegante de
obterem-se as curvas geradoras das superficies de revolugdo de
Curvatura Média constante. Comentamos algumas generalizacoes
atuais deste método.

~

Explicamos a seguir o resultado importante de W.Y. Hsiang
que estabelece a existéncia, via Geometria Equivariante, de hi-
persuperficies compactas difeomorfas a esferas 3-dimensionais de
Curvatura Média constante em R? niio congruentes a esferas eu-
clidianas.

Na dltima parte, discutimos algumas questdes sobre hiper-
superficies de Curvatura Média constante em R* e mencionamos
resultados recentes sobre o uso da Geometria Equivariante na cons-
trugio de exemplos de superfiicies de Curvatura Média constante
em espacos de Geometria Nio-Euclidiana (Esférica e Hiperbélica).

1. Superficies Invariantes de Curvatura Média Constante
em R3. '

Vamos inicialmente recordar ao leitor o conceito de Curvatura
Média de uma superficie em R3 (veja [7], para maiores detalhes).
Ao procurarmos medir a “curvatura” de uma superficie em R?
em um ponto da superficie, uma maneira intuitiva consiste em
tomarmos um campo de vetores normal & superficie em torno do
ponto e medir, usando derivadas, a variagao deste campo no ponto.
£ assim que procedemos aqui.

Seja uma superficie S em R? e p um ponto de 5. Tomamos,
numa vizinhanca de p em S, um campo de vetores 7 unitdrio e nor-
mal a § (estamos assumindo vivermos num universo diferencidvel).

——
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. . d
Se v é um vetor tangente 3 S em p, definimos a derivada d—7~7 de

1)
7 na diregdo de v da seguinte maneira: tomamos uma curva dife-
rencidvel a:(—¢,e) — S tal que «(0) = p e &(0) = v. Entdo

dn det d
2L = (70 0)()lsms

Verifica-se que drn/dv independe da curva a escolhida. Além
disso, d7/dv depende linearmente de v.

Como 7 é unitdrio, {n(a(t))),n(a(t)))} = 1, Vt € (—¢,¢), de
tal forma que, derivando em relagao a t esta ignaldade, obtemos:

dn
(&) =0

dn
= € T(5).

Temos definido, entdo, uma aplicagio linear

ou seja,

dnTp(8) — Tu(S)
v — 4
duv”

Por definicédo,

Hp) ¥ ~% trago (dy)

é a Curvatura Média de S em p. :

Observamos que H:S — R estd bem definida a menos de
sinal, pois se tomamos —7 no lugar de 7, o trago da aplicagio linear
acima troca de sinal. Para nés isto ndo traz nenhum inconveniente
pois:

DEFINIGAO: Dizemos que § tem Curvatura Média constante H >
Ose |H(p)|=H,Vpe §.

Um problema altamente nio trivial e fundamental da Geo-
metria Diferencial é o de obterem-se exemplos de superficies de
Curvatura Média constante. Os primeiros exemplos foram cons-
truidos por volta do final do século XVIII: é o caso dos planos
(H = 0), esferas (H > 0), helicéides e catendides (H = 0).
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Um fato notdvel {(embora bastante compreensivel atualmen-
te) é que enquanto novos exemplos de superficies minimas (isto €,
superficies de Curvatura Média constante igual a zero) foram pau-
latinamente sendo encontradas, os dnicos exemplos disponiveis de
superficies de Curvatura Média constante positiva, de que temos
noticia, até 1985, eram exemplos invariantes por um subgrupo a
um parametro de isometrias e um exemplo construido por Blaine
Lawson, por volta de 1970 (voltamos a comentar este exemplo na
secao d), p. 54). Até essa data, estava em pé a famosa questdo
levantada por H. Hopf que perguntava: sdo as esferas redondas
as unicas superficies compactas de Curvatura Média constante em
R3? Nesse ano de 1985, num trabalho fundamental devido a
Wente {33], foram obtidos novos exemplos de superficies compac-
tas de Curvatura Média constante imersas em R?, homeomorfas
a toros, respondendo negativamente 3 questio de H. Hopf.

As superficies invariantes, entretanto, sio importantes nao sé
por razdes histdricas mas por servirem ainda de motivagao a no-
vos exemplos e conjecturas. Por exemplo, em um trabalho recente,
Kapouleas construiu novas superficies de Curvatura Média cons-
tante tomando pedagos de superficies de revolugio de H = c*® ¢
mostrando que estes pedagos podiam ser adequadamente conecta-
dos de forma a originarem superficies diferencidveis e completas
([19]). (Em [34], Brian White mostra, de uma maneira informal
e muito atraente, como sio feitas tais construgdes.) Mas o uso das
superficies invariantes de Curvatura Média constante nao fica s6
nisso: familias a 1-pardmetro de tais superficies tém sido utiliza-
das na demonstragao de teoremas de caracterizagdo de superfimes
de H = c'® (veja [24], [11]).

No que se segue, explicaremos mais detalhadamente no que
constituem as superficies invariantes em R?.

Comecamos lembrando alguns conceitos bésicos de Algebra
Linear.

Uma transformagdo ortogonal em R3 é uma aplicagdo linear
T: R?® — R2? satisfazendo

(T(w), T(0)) = {u,0)

para todos u,v € R, onde { -, - } denota o produto interno Eu-
clidiano usual. Uma translacdo em R* é uma aplicagdo do tipo
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pr p+ a,onde e é um vetor fixo em R3. Uma isometria em R3
é, por deﬁmgan qualquer aplicagdo obtida através da composigao
de transformagdes ortogonais com translagdes. E facil ver que o
conjunto ISO(R3) das isometrias do R® forma um grupo com a
operagao de composigio de fungdes.

Um subgrupo G de ISO(R?) é dito um subgrupo ¢ um
pardmetro de isomeirias do R® se existe uma aplicagio continua
©:R — § que seja um homomorfsimo de grupos (em relagio a
estrutura aditiva dos reais), ou seja:

B(r + s) = ®(r) o ®(s),

indica composi¢io de aplicagbes.

Uma superficie S C R® é dita invariante se existe um
subgrupo a um parametro de isometrias G que deixa S invariante,
isto é, g(S) =5, Vg € G. Dizemos também que S é G-invariante.

Lembramos que duas superficies Sy, Sz em R® sdo ditas
congruentes quando existe uma isometria & € ISO(R?) tal que
h{51) = S52. Do ponto de vista da Geometria Diferencial, duas
superficies congruentes sio indistingufveis.

Observamos agora que se dois subgrupos G; e G» de ISO(R?)
sdo conjugados, isto é, se existe & € ISO(R?) tal que G; = ho
Gz o b1, entdo toda superficie G;-invariante é congruente a uma
superficie Gy-invariante. De fato: se Gy = hoGyoh™! e 51 é Gi-
invariante, entdo tomamos S def h=1(S1). E claro que 5; e &3 sdo
congruentes. Além disso, 55 é Gy-invariante, pois se g2 € Gy, entao
gz(Sz) = gg(h'l(Sl)) =h"1lo (h 0gse0 h‘l)(Sl) = h—l(S1) = 8,
jAquehogyoh™t € Gy e Sy é Gy-invariante.

Usando-se resultados basicos de Algebra Linear, podemos
obter uma descrigdo dos subgrupos a l-parametro de isometrias
do R3 a menos de conjugacdo. No que se segue damos uma breve
idéia de como isso pode ser feito.

O grupo das isometrias ISO(R?) pode ser identificado com o
grupo G{4) das matrizes reais 4 x 4 do tipo

A a

“ »

onde

0 1

onde A é uma matriz ortogonal 3 x 3 {isto é, a matriz de uma
transformagao ortogonal relativa i base canénica do R?), a é uma
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vetor 3 x 1 e 0 é a matriz nula: 1 X 3. De fato: nao é dificil
mostrar que toda isometria F' € ISO(R?) determina unicamente
uma transformacio ortogonal T' e um vetor a € R3 tal'que F(u) =
T{(u)+a, ¥« € R®. Obtemos imediatamente entdo um isomorfismo
entre ISO(R?) e G(4) através da aplicagao

[T] e i
Fé ,

0 1

onde [T7] é a matriz de T na base candnica do R®.
Observe que, dados F € ISO(R?) e v € R3, v = (v1, v2,93),
F(v) = trés primeiras coordenadas do produto matricial

1
U2
v3

1

@(F).

Observamos, de passagem, que embora esta representagao do
grupo de isometrias do R® nio seja muito conhecida, ela é bastante
iitil quando queremos operar explicitamente com tais aplicagdes.

A idéia entdo para obtermos os subgrupos a l-parametro de
isometrias do R? a menos de conjuga¢do &, primeiro, “reduzir”

as matrizes de G(4) a uma “forma canénica”. Isto pode ser feito

(mas ndo o serd aqui) e o que se obtém é que toda matriz de G(4)
é conjugada (por um elemento de G(4)) a uma matriz do tipo

cosa sina 0 0O
B, 5= - s(l)na coga (1) g . a8 R
0 0 0 1

E facil ver que dados a,8 € R, o subconjunto

cosat sinat 0

_ —sinat cosat 0 O
Gop = 0 0 1
0

0 0
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& um subgrupo a 1-parimetro de isometrias do R?. Decorre disto
e da forma canénica das matrizes de G(4) que todo subgrupo a
1-parimetro de isometrias do R3 ¢ conjugado a um G, g, para
certos o, B € R.

Voltando, agora, ac universo das superficies de Curvatura
Média constante, temos trés casos a considerar:

a) Superficies de Revolugdo de Curvatura Média Cons-
tante

As superficies de Revolugdo de Curvatura Média constante
s3o, por defini¢io, as superficies G, p-invariantes, a # 0, de
H = c'*. Estas superficies sio obtidas, como se sabe, fazendo-
se a revolugio de uma curva no plano z — z em torno do eixo z,
por exemplo. (fig. 1)

Sendo « # 0, temos necessariamente Go 0 = G1,0- Entao

PROPOSIGAO 1. Seja ¥ uma curva no semiplano z — z, ¢ > 0,
dada pelas equacgdes paramétricas ¢ = z(s), z = z(s), sendo s
o parametro comprimento de arco, ou seja, #? 4+ 32 = 1. Seja
S a superficie Gy o-invariante gerada por y (isto €, § = G1.0(7))-
Entio S tem Curvatura Média constante H > 0 se, e somente se,
v satisfaz & seguinte equacgdo diferencial:

22— 25+ = +2H =0, ()
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Prova: Suponhamos que § tenha Curvatura Média constante
H. Em particular, a Curvatura Média de § num ponto (v(s) =
(2(s),0,2(s)) é H. Sabemos que H é dada pelo traco da aplicacio

dry: T‘y(s)(S) - T‘f(ﬂ)(s)

d
v — E‘E’

onde n é um campo de vetores unitdrio normal 3 S numa vizi-
nhanca de ¥(s).

Observamos que uma base (ortogonal) de T,5(S5) é dada por
. d
(hh)), onde his) = Z(2(s)| |, com
=0

cost sint 0 0O
&, — —sint cost 0 0
: 0 0 1 0
0 0 01

A matriz de dn naquela base é

zZ—-2% 0
U
pois
dn(3(s)) = (£,0,-%) = (% - &)i(s)
e

) z
dn(h(s)) = (0,~£,0) = = h(s).
Obs.: o vetor normal 5 escolhido, num ponto D:(v(s)), foi

{#(s)cost, —z(s)sint, —3(s)).

Reciprocamente, suponhamos que 7 satisfaca (*). Entio §
tem Curvatura Média H nos pontos de 7. Isto j& é suficiente
para concluirmos que § tem Curvatura Média constante ignal a
H , pois todo ponto de § é obtido de um ponto de v mediante uma
isometria do R® que deixa § invariante. Se o leitor, no entretanto,
nao estiver convencido, convém que faca os cilculos.
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Figura 2.

A equacdo (*) nio pode ser integrada em termos de fungdes
elementares, mas pode em termos de fungdes elipticas. Charles
Delaunay, em 1841, obteve tais integrais reparametrizando conve-
nientemente as curvas geradoras. Com isso ele conseguiu mostrar
o seguinte curioso resultado:

TrorEMA: {Charles Delaunay). A curve plana descrita por um
dos focos de uma cénica quando esta rola sobre uma reta, sem
deslizar, gera uma superficie de revolugdo de Curvatura Média
constante. Além disso, toda superficie de revolugdo com Curvatura
Média constante é obtida desta maneira.

Este “método” de construir curvas geradoras de superficies
de revolucio com Curvatura Média constante tem sido motivo de
interesse de vérios matematicos. Num artigo no AMM de 1931,
Yates mostrou como construir um aparelho capaz de gerar mecani-
camente tais curvas ([32]). D. Hilbert e Cohn-Vossen em seu fas-
cinante livro “Geometry and the Imagination” ([5]) redescrevem o
aparelho de Yates colocando o assunto num contexto de interesse
mais geral. Recentemente, W.Y. Hsiang introduziu os conceitos de
hipersuperficies rotacionais generalizadas em R" ({15]), e mostrou
que as curvas geradoras destas hipersuperficies podem ser obtidas
por processo semelhante. M. do Carmo e M. Dajczer introdu-
ziram em [8] superficies de revolugdo em espagos de Geometria
Hiperbélica e Esférica. Mais recentemente ainda, Eells ([10]) re-
tomou o método de rolamento, analisando outras propriedades das
superficies de revolugio e 1. Sterling, em sua Tese de Doutorado
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Figura 3.

(veja [81]), mostrou que o método de Delaunay também funciona
para superficies nos espagos estudados em [8).

b) Superficies Helicoidais de Curvatura Média Constante

As superficies Helicoidais de Curvatura Média constante sao,
por definigdo, as superficies G, g-invariantes, com o, 3 # 0, de

o ;.
H = c®. Observe que G, g = G1,5, onde § = —. Superficies Gy ¢-

invariantes sao também chamadas superficies helicoidais de passo

8.

Tanto quanto saibamos, ndo existe na literatura nenhum tra-
balho descrevendo, sob o ponto de vista da Geometria Equiva-
riante, as superficies helicoidais de H = c*¢. Entretanto elas ji sdo
conhecidas ha longo tempo, pelo menos as minimas [33]. Mais re-
centemente, M.P. do Carmo e M. Dajczer, usando métodos obtidos
por Bour [3], determinaram explicitamente as superficies helicoi-
dais de Curvatura Média constante positiva [9].

Do ponto de vista da Geometria Equivariante, podemos tentar
descrever tais superficies através do estudo de suas curvas gerado-
ras no plano z — y. De fato, podemos provar sem dificuldade que
toda superficie G s-invariante é gerada por uma curva no plano
T — y-e temos: '
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PROPOSIGAO 2. Sejay uma curva no semiplano = — y, dada pelas
equagbes paramétricas z = x(s), ¥y = y(s), sendo s o parametro
comprimento de arco. Seja S a superficie Gy s-invariante gerada
por 7. Entao S tem Curvatura Média constante H > 0 se, e
somente se, v satisfaz 4 seguinte equacao diferencial:

(2% + y* + 6%)(3§ - 9) + (¢y — z9)

2H . **)
- 28 + (s34 49)")E = 0,

sendo § e H constantes.

Prova: Suponhamos que S tenha Curvatura Média constante H.
Observamos que uma base de T.5)(5) é dada por {¥(s),h(s)},

onde h(s) = %@t(y(s)) , com

t=0
r cost sint 0 0
&, = —sint cost 0 O
oo 0 1 &t
[ 0 0 0 1

Calculando os valores de a;; e de a22 da matriz de dn naquela
base, encontramos

_ (dn(3), 1) (hh) - {n(3), ) (3. B
{h, h) - (7’ h’)2

a11

3

ou seja,

&
MU T (2d + )2

(2% + ¢ + 6% )(ai — £9) + (dy — z9))-

— (d?}(h),h) - (dﬂ(h)»"ﬁ (77}1) - 0.
(h’h) - (7!’?’)2
Obs.: o vetor normal n escolhido, num ponto v(s), foi
1
(6% + (z& + y9)?

)1/2("63;’s6$.,2?i‘+yg)' I
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E facil verificar no caso H = 0 (minimo), qualquer reta pas-
sando pela origem é solugio da equagio acima (quando parame-
trizada por comprimento de arco). A superficie por ela gerada é o
assim chamado Helicdide (fig. 4).

Usando-se uma ferramenta muito comum aos especialistas em
superficies minimas, a Representagdo de Weierstrass, ¢ possivel
mostrar que as solucdes da equagio diferencial (**) acima (a me-
nos de uma rotagio em torno da origem) admitem a seguinte pa-
rametrizagdo (veja [25]):

[cos 8 cos( —u sin 8) sinh{u cos 8)

1
zo(u) = cosf

— sin @ sin(—u sin #) cosh(w cos 6)]

yolu) = C—;s—é[— cos § sin{~u sin @) sinh{u cos §)

— sin § cos(—usin #) cosh(u cos §)},
onde 6 € (—-7/2,7m/2).

Um desenho tipico de uma tal curva é:

P TSUG S—

s b e e D
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Figura 5.

Aparentemente, nio é tao simples encontrarmos uma ex-
pressio para as superficies de Curvatura Média positiva. Dado
H > 0, uma solugdo é o circulo centrado em O e de raio 1 /H.
A superficie gerada é um cilindro. Por outro lado, do Carmo e
Dajczer provaram que qualquer outra solugio (com o mesmo H)
tem que estar contida entre dois cilindros ao redor do eixo z com o
cilindro de raio 1/H compreendido entre eles. No nosso caso, isto
significa que a curva geradora estd num anel centrado na origem
cortando o circulo de raio 1/H.

O computador nos fornece as seguintes imagens (fig. 6).

Os desenhos sugerem que as curvas tém uma aparéncia “sim-
patica”, pois apresentam um grande nimero de simetrias. Estas
simetrias sio reflexdes das curvas geradoras sobre retas que passam
pela origem e por pontos da curva que estao a uma distancia critica
da origem.

Dada uma curva geradora 7, seja G o grupo gerado por tais
simetrias. G é um subgrupo do grupo circular S, e pode ser finito
ou n3o. Ele ser4 finito se, e somente se, a curva 7 “fechar” depois
de um ntmero finito de voltas em torno da origem. Se ele nao
for finito, serd denso em St. Isto significa que a curva geradora
serd densa no (menor) anel que a contém. Isto por sua vez implica
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Figura 6.

Figura 7.
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que a superficie gerada serd densa na regido compreendida entre
os dois cilindros.

Observamos que estas conclusdes foram extraidas “empiri-
camente”, através dos desenhos do computador. Um problema,
talvez nenhum pouco trivial, é o de dar uma prova matemdtica
rigorosa para as afirmages acima.*

Como ocorre com as superficies de revolugao, as superficies
helicoidais sdo importantes nio apenas na medida em que forne-
cem exemplos de superficies com Curvatura Média constante, mas
na medida também em que constituem familias (a 1-pardmetro,
em geral) de superficies de H = ¢'* que podem ser usadas como
“obstrugao” & construgio de superficies de H = ¢'° satisfazendo
certas condigoes. Um exemplo de tal aplicagao, no caso das heli-
coidais do R® pode ser visto em [25], onde a familia de superficies
helicoidais minimas é usada para caracterizar a por¢ao do helicéide
compreendida entre duas hélices como a inica superficie fechada
minima admitindo como bordo tais hélices.

¢) Superficies Translacionais de curvatura Média Cons-
tante

As superficies Translacionais de Curvatura Média constante
sao, por defini¢dio, as superficies G g-invariantes, com 8 # 0, de
H = c*. Para a teoria das superficies de Curvatura Média cons-
tante em R3, tais superficies nao oferecem nenhuma contribuicao,
pois:

ProrosiGAo 3. Seja S uma superficie translacional com Curva-
tura Média constante. Entdo S é um plano ou um cilindro.

Prova: Suponhamos que S seja gerada por uma curva v no plano
T — y parametrizada por z = z(s) e y = y(s), sendo ¢ o pardmetro
comprimento de arco. Verifica-se entido que z(s) e y(s) satisfazem
a equagdo j — y& = 2H. O membro esquerdo desta equagio
nada mais é do que a curvatura de v. Como é bem sabido, curvas
planas de curvatura constante sé podem ser retas ou circulos, o
que mostra a proposicao.

*Recebemos recentemente do prof. M.P. do Carmo uma cépia do trabalho
[30], no qual os autores estudam este problema encontrando condigbes para
que uma superficie helicoidal de Curvatura Média constante seja densa no
anel cilindrico que a contém.
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d) Alguns Comentéarios Finais a Propésito das Superficies
de Revolugdo de Curvatura Média Constante.
A Conjectura de W. Meeks II1

Como j& haviamos comentado anteriormente, foram cons-
truidos por Wente, em 1985, exemplos de superficies compactas de
Curvatura Média constante nio congruentes i esfera redonda. No
entanto, tais exemplos sio todos nio mergulhados, isto €, contém
auto-interseccdes. Isto teria mecessariamente de acontecer, pois
por um teorema classico de A.D. Alexandrov, foda superficie comn-
pacta, mergulhada, de H = ¢'® é uma esfera redonda ([1}).

Assim, nos perguntamos atualmente sobre o que pode ser dito
a propésito das superficies completas mergulhadas de Curvatura
Média constante. Os tnicos exemplos de tais superficies, caso
nio-compacto, sio os onduldides, ou seja, aquelas superficies de re-
volugao que, segundo o “método de rolamento de Delaunay” ([6]),
sio geradas por curvas obtidas “rolando-se” uma elipse ao longo do
bordo de um semi-plano, e a superficie de Blaine Lawson. Lawson
constréi sua superficie da seguinte maneira: primeiro ele mostra
a existéncia de uma porcio compacta de superficie de Curvatura
Média constante com bordo e cujo bordo sio segmentos de reta. A
seguir ele mostra que podemos refletir esta porgao através destes
segmentos de bordo de tal maneira que a superficie resultante é
diferencidvel, completa e mergulhada, estando contida entre dois
planos. ‘

A julgar por rtesultados recentes, nao devem existir muitos
outros exemplos: em [26], Ripoll prova que uma superficie com-
pleta de H = c'® propriamente mergulhada contida num octanie é,
necessariamente, uma esfera redonda. Em [22], W. Meeks avanga
bastante na caracterizacio de tais superficies: em particular, ele
prova que ndo exisiem superficies completas propriamente mergu-
lhadas de H = ¢'* homeomorfas a uma esfera menos um ponto.
Ele prova também que uma superficie completa de H = ct¢, pro-
priamente mergulhada, homeomorfa a uma esfera menos dois pon-
tos tem gue estar necessariamente a¢ uma distdncia finite de uma
reta.

Estes teoremas conduzem & seguinte conjectura, devida a W.
Meeks:

CoNIECTURA: {W. Meeks III}. Uma superficie completa de H =
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ct¢, mergulhada e contida numa canaleta em R® é uma superficie
de revolugdo. N
(Por canaleta, queremos dizer uma componente conexa do com-
plementar da uniio de dois planos no paralelos do R?).

Em um trabalho espetacular recente na diregao da conjectura
de Meeks, Korevaar, Kusner e Saloman provam que uma superficie
completa de Curvatura Média constante propriamente mergulhada
com dois fins (isto ¢, homeomorfa a uma superficie compacta me-
nos dois pontos) é, necessariamente, de Delaunay ([20]).

2. Os exemplos de W.Y. Hsiang.

Até antes de 1985, a questdo levantada por H. Hopf vinha
desafiando os melhores matemadticos das quatro dltimas décadas.
O trabalho {14] de Hsiang, em 1982, embora nio respondesse a
esta questao, foi uma contribuicio fundamental nesta direcao.

Observamos que a questdo de Hopf se enuncia de maneira
similar em R™, n > 3 a saber: “toda hipersuperficie compactu de
Curvatura Média constante erm R™ difere de uma esfera redonda
(n — 1)-dimensional

§*1(r) = {z € R |jof] = 7}

por uma isometria do R*®, para algum r > 0”7

Os exemplos de Hsiang mostram que a resposta a ela é falsa
em R* (de fato, ele mostra que ela é falsa para mais valores de »,
mas nés vamos considerar aqui apenas n = 4).

A idéia de Hsiang é simples e consiste em procurar contra-
exemplos dentro das hipersuperficies invariantes por um grupo
conveniente de isometrias do R*.

De maneira andloga ao espago tridimensional, o grupo de iso-
metrias do R* pode ser identificado com as matrizes reais 5 x 5
do tipo

onde A é uma matriz ortogonal 4 x.4, e é uma vetor4 x2e 0 éa
matriz nula 1 x 4.
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Observamos, entao, que
cost sins 0 0 0 N
—sins cost 0 0 0 q
G= 0 0 cost sinr 0| ;- fLreER
0 0 —sinr cosr O
0 0 0 0 1

é um subconjunto a 2-parimetros de isometrias do R*. Este é o
grupo escolhido por Hsiang.

Observamos que a a¢do de um elemento de G sobre um ponto
de R* consiste em rotar, independentemente, as duas primeiras e
as duas iltimas coordenadas do ponto. Desta forma, toda érbita
de G (isto é, subconjuntos da forma G(p) = {g(p) | ¢ € G})
contém um tnico ponto do tipo (z,0,y,0), com z,y > 0. Assim,
existe uma correspondéncia biunivoca entre o “quarto” de plano:

PY {(2,0,9,0) | z,y > 0}

e o conjunto das érbitas de G.

Se um ponto de P estd sobre o eixo z, isto é, P é da forma
(7,0,0,0), entdo a érbita dele é o circulo de raio |jz||. O andlogo
acontece para pontos sobre o eixo y. Em especial, a 4rbita da
origem é formada apenas pela origem. Se o ponto é da forma
p = (x,0,%,0), com z,y > 0, entdo a orbita de p é um toro, ou
seja, o produto cartesiano de dois circulos (de raios ||z|| e ||¥|)-

Uma curva de P determina uma hipersuperficie G-invariante
em R, e temos o seguinte resultado:

ProrosIGAO 4. Seja v uma curva em P de equagbes paramétricas
z = z(s) e y = y(s8), sendo s o parametro comprimento de arco
(2% 4+ 9* = 1). Entao v gera uma hipersuperficie de Curvatura
Média constante H > 0 se, e somente se, satisfaz 4 seguinte
equacao diferencial:

__g E_ - o
Y — §F E-i-:.',‘,-}-3ﬁ 0. (F**)

Prova: Como no caso de superficies, a Curvatura Média de uma
hipersuperficie M em um ponto p é definida através do trago da
aplicacdo linear

dp:Tp(M) — T(M)

v —

iy

¥
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Figura 8.

c 1
isto é, H(p) e -3 trago dn.

Uma parametrizagdo da hipersuperficie M gerada por 7 é
dada por

f(t,r,8) = (2(s)cost, —z(s)sint, y(s)cosr, —y(s)sin r).

Um vetor unitdrio normal a M, nos pardmetros t,7, s, é dado
por

n(t,r,s) = (gcost,~ysint, —& cosr,&sin 7).

Observamos que os vetores T, h;, h, formam uma base (ortonor-
mal) do espago tangente a M em cada ponto, onde

T = g—i = (£cost, —~Zsint,ycosr, —gsinr),
H, = %-6—{ = (—sint,—cost,0,0) e

1
b = Lof = (0,0,—sinr, —cosr).




o8

Calculando a matriz de dr nesta base, encontramos

af
ap = {dn(T),T) = - <n, 5-‘%> = & — E

o wton = () )+ (5

1 d d 1/ 8 i
- omsar - () )3 (- )-%

Por fim, calculamos —3H = a1 + a2 + a3, 0 que nos dd a
férmula esperada.

Obs.: Diretamente, verificamos que o circulo

z(s) = Rcos (%) ) y(s) = Esin (%)

: N < . . 1
satisfaz & equagao diferencial acima para H = CY7h

A hipersuperficie gerada por ele nada mais é que a conhecida
Esfera Euclidiana de dimensio 3 e raio R, §*(R). Verifiquemos
isso. Temos

M=Gw)= { (R cos (%) cost, K cos (%) sint,

Rsin (%) cosr, B sin (—;5) sin 'r) }

com ¢, 71,5 € R.
Entéo

a2
4

[Reos () cost] + [eos (5) ]
|

oun seja, G(v) C S*(R).
Por outro lado, se {z,y,z.,w) € S*(R), entdo (/z% + 42,0,
V2% ¥ w?,0) que é um elemento de ¥ e (z,y.z,w) é obtido de
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(v/z? + 32,0,v22 + w?,0) rotando-se as duas primeiras e as duas
tiltimas coordenadas, de modo que 5% C G(y), ou seja, S = G(7).

Através de uma andlise detalhada da equagio diferencial
(***), Hsiang pode provar o seguinte

TEOREMA: Para cada valor positive de H e para cada natural n
eziste uma curva solugdo de (**¥) comegando no eizo z e termi-
nando no eizo y e tendo n “lagos”.

As hipersuperficies geradas pelas curvas acima sdo compactas
e homeomorfas a esferas tridimensionais. No entanto, é claro que
nao sio congruentes a esferas Euclidianas (esferas redondas).

3. Comentarios Finajs,

O problema de obterem-se exemplos de hipersuperficies de
Curvatura Média constante é, em sua expressio mais direta, um
problema de Equagdes Diferenciais Parciais (EDP). Como se sabe,
nao existem métodos gerais que nos fornecam solugdes de uma
dada EDP, sendo tal problema, em geral, bastante complicado.
No entanto, se nos restringirmos aquelas solu¢des que represen-
tam hipersuperficies invariantes por subgrupos de isometrias do
espago, e se esse subgrupo € escolhido de tal maneira que a hiper-
superficie seja obtida pela agio do subgrupo sobre uma curva da
hipersuperficie, entdo nés estaremos reduzindo o problema de EDP
para um problema de EDO (Equagdes Diferenciais Ordindrias) que
é, em geral, incomparavelmente mais facil e para o qual existem
muitas técnicas simples disponiveis.

Os subgrupos que devemos escolher sio aqueles cujas érbitas
de maior dimensio tenham co-dimensio 2, ou seja, a dimensio do
espaco menos a dimensio de tais 6rbitas é 2. Toda hipersuperficie
invariante por um tal grupo “é gerada” por uma curva.

Tais subgrupos (no caso da Geometria Euclidiana e no caso
de subgrupos compactos) estdo totalmente classificados em [21]
e, de um modo geral, quanto major a dimensio do espago, maior
o nimero de tais subgrupos. Até o momento, sdo relativamente
poucos os trabalhos descrevendo as hipersuperficies de Curvatura
Média constante invariantes por tais subgrupos. Por exemplo, no
caso daqueles apresentados por Hsiang, onde o grupo considerado
é §1 x §', ainda ndo se tem uma descricio de todas as curvas
geradoras.
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[

Figura 9.

Hildrio de Alencar, em sua Tese de Doutorado ([Al]), se ocu-
pou em descrever as curvas geradoras de hipersuperficies minimas
(H = 0). Ele mostrou o resultado interessante de que as cur-
vas geradoras “folheiam” o quarto de planoc P, como no desenho
abaixo.

No entanto, a reta bissetriz gera uma hipersuperficie com uma
“singularidade” na origem. Tal hipersuperficie é chamada de Cone
Minimo em R, tendo por equagio z? + y* = 2% + w’.

Esta familia de curvas produz uma familia de hipersuperficies
minimas do R?!, uma delas com uma singularidade, o Cone
Minimo, que “folheia” o R1.

O caso de H > 0, parte estd escrito no trabalho de Hsiang,
mas ainda existem casos interessantes a serem estudados. Veja,
por exemplo, que se tomamos a semi-reta y = a entdo a hiper-
superficie gerada tem Curvatura Média constante H = 1/3a. Tal
hipersuperficie nada mais é que o produto R? x §1 = {(z,y,2,w) |
(z,¥) € R%, 22 + w? =1}.

Este exemplo simples mostra que o andlogo da conjectura de
Meeks em dimensdo 4 é falso, e surge a questdo: sdo as hiper-
superficies de revolucdo e S' x S'-invariantes em RY as unicas
superficies completas de Curvatura Média constante mergulhadas

Soaare
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contidas numa “canaleta” do R4 ?

Antes de encerrarmos este trabalho, gostariamos de comentar,
en pasant, que atualmente muito tem sido estudado sobre hipersu-
perficies invariantes em Geometrias Nio-Euclidianas. Por exem-
plo, como haviamos mencionado, superficies de Revolucéio podem
ser construidas, de maneira similar as superficies de Revolugio em
R?, nos espagos de geometria esférica ($%) e hiperbélica (H?). Su-
perficies de Revolugio Esférica de H = c*® estdo descritas em [16],
[8], [27], [28]. Superficies de Revolucdo Hiperbélica estio em [16]
e [12]. Superficies Helicoidais, que fazem sentido em Geometrias
Esférica e Hiperbélica, estio em [21] no caso minimo Esférico, e
em [28] no caso minimo Hiperbélico.

Néo conhecemos nenhum trabalho descrevendo as superficies
helicoidais de Curvatura Média constante positiva, nem em $°
nem em H3. Em [25] estd provado que toda superficie helicoi-
dal minima em H® é mergulhada. E bastante interessante saber
se existemn exemplos mergulhados com Curvatura Média constante
positiva. E de se esperar que tal aconteca para 0 < H < 1 (estamos
admitindo tratar-se do espago hiperbélico de Curvatura Seccional
-1). Um caso especial que chama muito a atencio é o caso das
helicoidais de Curvatura Média constante igual a 1. Conjectura-
mos que o bordo assintético (veja [11] ou [25]) de tais superficies
é denso no bordo assintético de H3.

Na geometria Hiperbdlica, ainda podemos considerar mais
dois tipos de superficies invariantes, a saber, superficies Pa-
rabélicas e Hiperbdlicas. Estas estio descritas em {13].

Além disso, sdo muitos os trabalhos caracterizando superficies
invariantes de H = c** nas Geometrias Esférica e Hiperbélica e
ainda restam muitos problemas interessantes em aberto.

Finalmente, gostariamos de mencionar que a Geometria Equi-
variante vem sendo aplicada em outros problemas da Geometria
Diferencial. Como exemplo, mencionamos o trabalho de Maria
Luiza Leite que usou o grupo de isometrias da Geometria Esférica,
via Geometria Equivariante, para descrever hipersuperficies de
Curvatura Escalar constante em S*. Problemas Isoperimétricos
(veja [21]) tém sido atacados também via Geometria Equivariante.
Tal é o caso da Tese de Doutorado de P. Pedrosa (veja [23]) e ar-
tigos recentes de W. Hsiang.
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