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Sobre os Trés Primeiros Critérios,
da Hierarquia de De Morgan,
para Convergéncia ou Divergéncia
de Séries de Termos Positivos

Hamilton Luiz Guidorizzi

1. Introducéo.

+ o0
Quando se deseja estudar uma série Y a, de termos positivos
n=0
com relagao a convergéncia ou divergéncia o primeiro critério que
em geral se aplica, por sua simplicidade, é o teste da razio. Sabe-
se, entretanto, que tal critério ndo decide quando

lim 2Ly (1)

n—=4c0o @y

0 que fazer neste caso? Uma alternativa seria aplicar o teste
da raiz, infelizmente, (1) implica lirf Ya, = 1 (veja [2]) e,
B=—+-r00

portanto, o teste da raiz tamnbém nio decide. Pois bem, um critério
que pode decidir situagdes em que (1) ocorre é o critério de Raabe;
assim quando (1) acontece aplica-se o teste de Raabe. E quando o
de Raabe nio decide? Neste caso, um caminho indicado é aplicar
o critério que ocupa a terceira posi¢io na hierarquia de critérios
de De Morgan (Augustus De Morgan 1806-1871). Evidentemente,
as duas primeiras posigbes sio ocupadas, respectivamente, pelos
critérios da razio e de Raabe.

Como em [1], indicaremos, respectivamente, por 7,, 7 e T
os critérios que ocupam a primeira, segunda e terceira posigdes
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em tal hierarquia. Como veremos, a idéia basica que conduz ao
estabelecimento de 11 e 73 é 2 mesma que nos leva ao critério da
razio: obtém-se o critério da razio por comparagio com a série

+ 0
geométrica 3, ", @ > 0, o de Raabe por comparagio com a série
n=0

+co
harménica 3 nl—a, a > 0, e o critério 7, por comparagio com a
n=l
o0 :
série E W’ o > 0. Observamos que as duas dltimas séries

acima mencmna.das sao convergentes para @ > 1 e divergentes
para a < 1. (Veja [2]).

Em todo o nosso trabalho, o seguinte critério desempenhard
um papel fundamental.

400
Critério de comparagao de 22 espécie. Sejam an e b,
s 0 o
n= n=

duas séries de termos posxtlvos. Suponhamos que exista um natu-
ral n, tal que, para n > n,,

a b
n+1 < n+1 . ) (2)
an by
Nestas condigaes, temos:
+ o0
a) E b, convergente = 3. an convergente.
n=0 n=0
+co +co
'b) ¥ a, divergente = Z b, divergente.

n=0
Para provar tal crlteno é sé observar que (2) é eqmvalente a

Qnyl < an
bn+1 - bn

e dai, para todo n > n,,

ou seja

e agora é s aplicar o critério de comparagdo. (Veja [2]).




97

Para finalizar a segao, queremos ressaltar que o objetivo deste
trabalho é apenas o de sugerir um caminho, e que parace bas-
tante natural, de apresentar os critérios 7y e 7. (Para um relato
completo sobre os critérios da hierarquia de De Morgan veja [1]
capitulo XXVI.)

2. O Critério de Raabe.

?

+ o0

CRITERIO DE RAABE: Seja . a, uma série de termos positivos
n=0

¢ suponhamos que exista finito ou infinito o limite

lim n(l—“—”t‘—)=L.

n—4o0 Gn
Temos:

+ oo

a) L>loul=+o0c= 3 a,éconvergente.
n=0 :
+ oo

b) L<louL=-c0= Y a,édivergente.
n=0

c) L =1 ocritério nada revela.

DEMONSTRAGAO: Em primeiro lugar vamos demonstrar b). Co-
mo L < 1ou L = —oc, segue da defini¢io de limite que existe um
natural n, tal que para n > n,,

n(l_ﬁw)gl.
134

Qp1 > Cn4l

an cﬂ
+o0
onde ¢, = —L-. Como a série y, —L= é divergente, pelo critério

ne-l- n—1
n=2

Dai, para n > n,,

4o

de comparagio de 22 espécie, segue que 3. a, é divergente. Para
n=0

provar a} vamos precisar da desigualdade

(I+z)*>14az, z2-1 ¢ a>1 (3)

(Para verificar (3) é s6 observar que a funcio f(z) = (1 + z)%,
% 2 —1, com @ > 1, tem a concavidade voltada para cima e que
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y = 1+ az é a reta tangente no ponto (0,1).) Vamos, entio, a
prova de a). Seja a > 1, com @ < L se L for finito. Pela defini¢ao
de limite, existe n, tal que, para n > n,,

n(l—w)>a.
an

Dai, para n > n,,
Gn+41 a

<l--.
n n
Tendo em vista (3}
=4
1-55(1—1) a1
n n

Logo, para n > n,,

1IN by
(l_n) b

onde b, = W Assim, para n > n,,

Gntl _ Dngl
—— < —a
an by,
, +oo
Como a série Y, f?t_—ll)_“’ a > 1, é convergente, pelo critério de
n=2
+o00
comparacio de 22 espécie, a série Y, a, é convergente. Com
n=0
- ' . . Gn41
relagao a ¢), fica a cargo do leitor verificar que lim n{l-— |} =
=400 an
1 1 =
1 quando ap, = —p— ou ¢, = TlnwyE © observar que ) - ¢

n=z

+ 00
. 1 ’
dlvergente e E A —n(ln Y. e convergente. l
Ti=
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E interessante observar que o teste de Raabe decide sempre
gue o da razao decidir, De fato, como se verifica facilmente

lim 2 o1 5 lip n@—fﬂi)=+m

n—t Qg n-++co Gn

. a
lim &4y o mnn(y-““)z—m.

n—+o0 nrb00 Gy

Além disto, o critério de Raabe pode decidir situagdes que o da
razéo néo decide, como mostra o seguinte exemplo.

+o0
EXEMPLO: Consideremos a série > a, onde
n=1
L85 (2-1) 1
" 2:4.-6. .-« .2 n+1’
Temos
41 _ (2n + 1)2
¢n  (2n+2)(2n+3)
dn41

e, portanto, lim
n—+tco (1,

Por outro lado,

lim n1-%241) oy _OnidEn 3
n—+oo Gn T nsdoo 4n? +10n+6 2°

= 1. Logo, o critério da razio nio decide.

Pelo critério de Raabe a série é convergente.

3. O Critério .

+ o0

CRITERIO T3: Seja Y. a, uma série de termos positivos e supo-
n=0

nhamos que exista finito ou infinite o limite

lim nlnn[lu—P—_a—”ﬂ] = L. (4)
n—+00 n—-1 a,

Temos

+coo
a) L>1loul=+00= 3 a,éconvergente.
n=0
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420
b) L<loul=-00= ) a,édivergente,

n=0 ™,
¢) L =1 o critério nada revela.

DEMONSTRAGAO: Vamos comegar por b). Como [ < lou L =
—oc, existe n, tal que, para n > n,,

nlnn[l— LM] <1
n—1 ay,

Dai, para n > n,,

n !
lnn[l— n GH]SE. (5)

Para prosseguir, vamos precisar da desigunaldade
In(l+2z) <2, x> -1,

que deixamos para o leitor verificar. Dai

ln(l—l) < -
n
—l—g—ln(l—-l), n>1,
n n

Dai e de (5) resulta, para n 2> n,,

lnn[l— ki a"i]s—-ln(l—l)
n-—1 an n

e, portanto, para n 2 n,,

y o o>

3~

e, portanto,

tnsr (n—1)la(n - 1) .'

tn ninn

Fazendo ¢, = resulta

1
{n-1}In{n-1)"

Gn41 > Cn+1

n Cn

n 2 No.




101

+o00
Como a série 3, ¢, é divergente, segue do critério de comparagio
n=2 N

+o0
de 22 espécie que 3. a, é divergente. Vamos, agora, provar a).

n=0
Seja a > 1, com a? < L se L for finito. Da defini¢io de limite
segue que existe um natural n, tal que, para n 2> n,,

n lnn[l - L&‘-tl-] > al.
n—-1 a,

Dai, para n > n,,

N Gn4l 1— at

n—1 an ninn’

- (6)

"
Como lim- In (1 - %) = —1 e a > 1, existe um natural »n; tal

n—r-po0
que, para = 2 mj,
I\
In{l-=] >-a.
n
Daf e de (6) resulta, para n > ny onde ny = max{n,, n1},
n In(1-21)"
n Gy g O-3)"
n-1 an nlinn
Tendo em vista a desigualdade (3)

1 13" o .
n an+1<(1+ I'l(l n)) , n2n2_
n—1 a,

Portanto, para n > ng,

Gny1  n—1 [ln(n - 1)] @
< .
a, n Inn

Fazendo b, = ‘(W’ a > 1, teremos, para n > na,

Gnti bnt1

an b
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+o0
Como 3, b, é convergente, segue do critério de comparagao de 22
n=2 S
+ o0
espécie que 3, a, € convergente. Para completar a demonstragao,
n=0 ’
deixamos para o leitor verificar que o limite (4) é igual 2 1 quando

1 1
o = —————— OU Gy = —— T
"“nlnnlnlan * 7 ninzfln lnn)?
teo 1 s s 12 1 .
e que nz_: Ty ¢ divergentee ’:2_:3 e ¢ convergente.

OBserVAGAO: Como

nlnnll - — @ntil = _ 2 jpafa l—a”“)—l
n—1 a, n-1 ay

o limite (4) pode ser substituido por

lim lnn[n (1— a"“) - 1] = L.
M= OO [/ 2%

Olhando para a observagdo acima, verificamos rapidamente
que o critério Ty decide sempre que o de Raabe decidir. Além
disto, o critério T2 pode decidir situagoes que o de Raabe nao
decide como mostra o préximo exemplo.

EXEMPLO: Sejam a, 3, ¥ e § nimeros reais quaisquer ndo perten-
centes ao conjunto dos ndmeros inteiros estritamente negativos.

+co
Estude a série 3. a, com relagio a convergéncia e divergéncia
n=1

onde

“ _ofatl)..(atn-1)FB+1)...(B+n-1)
" F A (e -6 +1) . (f+n-1)

SoLugAo: Observamos, inicialmente, que a partir de um », todos
os termos da série terdo o mesmo sinal, positivo ou negativo. Po-
demos supor, sem perda de generalidade, que seja positivo. Temos

Gnp1 _ (a+n)(B+n) n’t(atBntaf
tn (P +)+n)  nP+(y+Ontrd
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. . a
Assim  lim —*% = 1.

Logo, o critério da razio nada revela.
n—too @,

Apliquemos, entdo, o critério de Raabe. N
lim n 1_%J — lim (7+(5—a—ﬁ)n~+(75_aﬁ)n
Rt 400 an n—r$00 n? 4 (y+ 8476
=y4+d-a-p4

Portanto, a série converge para v+ 6 —a — 8 > 1 e diverge para
v+é—a—pF < 1. O critério de Raabe nadarevelase y+6—a-f =
1. Finalmente vamos aplicar 7». Tendo em vista a observagao
anterior, o limite (4) é igual a '

’ (v+é6—a—PB-1)n2+(v6—af—7—68n—7b
im Inn

que é +oosey+d—a—-3>1,0sev+d—a~3F=1e 00 se
Y+ 6 —a—F < 1. Pelo critério 13, a série converge se

vy+b-a~>1

e diverge se
T+é-—a—-pg <1

+ oo
Consideremos, agora, a série de termos positivos Y. a, e su-
n=0
ponhamos que a partir de um natural n, tenhamos
Ant1 f
all— L — —T; (7)
i, n ,

onde 8, é uma seqiiéncia limitada e A > 0 um real fixo. Como

lim lnng—y;\ =0 (confira)
n—+o0 n
resulta, tendo em vista a observagio anterior, que a série serd. con-
vergente se & > 1 e divergente se o« < 1. Este resultado {oi desco-
berto por Gauss e é conhecido como critério de Gauss. (Observe
que (7} é equivalente a
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Um outro lindo critério descoberto por Gauss e que deixamos
+ oo
para o leitor verificar é o seguinte: se > a, for uma série de
n=0 '
termos positivos e se a partir de um natural n,

Gng1 n* +onEl fban 4. 4 by,
an Mmook 4 4oy

entao a série serd convergente se c;—b; > 1e divergentese ¢y —b; <
1. (Sugestao: aplique 79.)

Para encerrar, sugerimos ao leitor enunciar e provar o critério
T3 (T4, Ts,... €1C.).
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