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Selas para Bichos com n Pernas

Abdénago Alves de Barros
José Adonai Pereira Seixas

1. Introducéao.

Nos nossos primeiros contatos com Geometiria Analitica, co-
nhecermnos a superficie z = z* — %%, a qual é adequadamente
chamada de sele (Figura 2). Posteriormente, em cursos um
pouco mais avang¢ados, nos é apresentada a sela do macaco:
z = z° — 3zy°. A razdo para a escolha deste nome é que esta
superficie apresenta trés “apoios”: dois deles para as pernas e o
terceiro, neste caso, serve para apoiar o rabo do macaco (Figura 3).

Seja z = (=,y) € R%. Identificando R? com o corpo dos
nimeros complexos C, temos que z = z + iy = re'®, onde r é o
mdédulo de z e 8, 0 € § < 27, é o argumento {principal) de z.
Além disto, z = Rez e y = Im z sdo as partes real e imaginaria do
complexo z, respectivamente. De posse desta identificagdo, nio é
dificil verificar que a sela e a sela do macaco sio, respectivamente,
os graficos de Rez? e Rez?, z € C.

Posto isto torna-se bastante natural o estudo do grifico da
fungio f(z,y) = Rez”, z = (z,y) € R?, onde n é um inteiro
maior do que 1. O grafico de f,

graf(f) = {(z,3, f(2,9)) € R (z,9) € R?),

é chamado n-sela.

As Figuras 2, 3, 4, 5 e 6 mostram estas selas para os casos
n=2, 3, 4, 5e 8, respectivamente. O caso n = 2 & a sela usual,
o caso n = 3 € a sela do macaco e o caso n = 8 é a sela do polvo.
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Figura 1.

2. Desenhando as n-Selas.

Consideremos n um nidmero inteiro positivo. Para cada in-
2k +1

teito k, 0 € k< n—1, sejam ; = 7 e Ly C R? aretaem

R? passando pela origem e fazendo o angulo 8 com o eixo dos z,
isto é,

Ly = {z = (z,y) € R?; z = t(cosby,sinby), t € R}.

Observando que 8; < 8 < 7, vemos que a familia de retas Ly
decompde R? em 2n regiGes (abertas) Ro, Ry, ... ,Rn-1 € So,
S1, 82,000y Sp—1, onde, para cada k, S é a regido simétrica de
R com relagio a origem. Além disto,se 1 < £ < n — 1, a regido
R U S, € a regido delimitada pelas retas Ly_j e Ly e RgUSp é a
regido delimitada pelas retas Lo e L,_;, como mostra a Figura 1.
O seguinte Lema é bastante util no tratamento das n-selas.
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LEMA 1. Sejam n um inteiro tal que n > 2 ¢ f:R? — R definida

~,

por N

f(2,9) = Re(e +1y)",
isto é, f(z) é a parte real do complexo z". Entao,

(1) f(=2} = (-1)"f(2);
(2) f(2) = 0 se, e somentese, z € Ly, k=0, 1, ..., n—1;
(3) Para n par, f é positiva em

RoURyU-- URr2USUS U+ USp_2
e negativa em
RIURaU---UR,1U& US3U"'US,~,,_1;
(4) Para n impar, f é positiva em
RoURU---UR, A USUS3U---US,—2
e negativa em
RiUR3U-- UR, 2USUS U -US, .
Prova: Seja z € C. Temos que
f(—=z) = Re(—2)" = Re((=1)"2")
= Re(—1)"Rez2" — Im (-1)" Im 2"
= {-1)"Rez" = (=1)"f(2).
Provamos, assim, o item (1). Vejamos a demonstragio de (2).
Seja z € C, z # 0 (0 caso z = 0 é imediato). Suponhamos,
inicialmente, que z esteja sitnado no semi-plano superior. Assim,
z=re onder >0e0 <@ <= Usando a equagio de De Moivre
ndo é dificil verificar que f(z) = r" cosnf. Logo, f(z) = 0 se, e
- T
somente se, cos nfl = 0. Segue entdo que nf = (2k + 1)5, para

algum inteiro . Usando o fato que 0 £ # < 7, vem que 0 < k £
n — 1 e, portanto, z € L. Agora, dado z no semi-plano inferior,
temos z = —w, para algum w no semi-plano superior. Logo, —z €
Ly, para algum k, e isto implica que z € L. Reciprocamente, seja
z € Ly. Logo, z = te'%, t ¢ R. Donde, f(z) =" cosnf = 0. As
provas de (3) e de (4) seguem de (1) e do fato que f(z) = 7" cosnf
e ficarao a cargo do leitor. i
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COROLARIO 2. A origem de R? & ponto de sela de f.

Prova: Seja h(z) = 2™ = f(z,y) +ig(z,¥), onde g(z,y) = Im 2".
Temos que h é analitica em C e

1 Of .0y

! — n-1 _ YJ

W) =0 = e,y + il (ay)
_ dg 3 Of
- 6y(m,y) zay(may)

Como A'(0) = 0, vem que Vf(0,0) = (0,0). Logo (0,0) é ponto
critico de f. (Na realidade, (0,0) é o dnico ponto critico de f.)
Os itens (3) ¢ (4) do Lema garantem que f muda de sinal em toda
vizinhanga de (0,0), o que, combinado com o fato f(0,0}) = 0,
estabelece o Coroldrio. i

A seguir apresentamos as n-selas para os casos n = 2, 3,
4, 5 e 8. As figuras foram geradas usando rotinas gréficas do
Turbo Pascal versio 5.0. O algoritmo que as produziu usou a
parametrizagio (rcos8,7rsiné, 7" cosnf), r > 0e 0 < 8 < 2.

Figura 2.

3. Algumas Propriedades Geométricas das n-Selas.

Nesta secdo a n-sela 5 serd olhada como uma superficie re-
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Figura 4.




Figura 5.

gular, parametrizada de modo natural por X:R? — R? definida
por

X(2,9) = (2,9, f(z,¥)) = (7,9 Re(z + ix)"),(z,y) € R

Sejam K e H as curvaturas gaussiana e média de 5, respec-
tivamente. Entdo, para cada z € R%, temos que

(3#0) +(£50)

K(z) = - _ =
14+ || VA=) ||

H(z) = div ( V() 2)', (3.1)
1+ | VA=) ||

posto que f(z) = Rez™ é harmoénica (veja, por exemplo, [C]).
Inicialmente temos o seguinte Lema.

LEMA 2. Seja S uma n-sela. Entdo, as curvaturas gaussiana e
média de S em z, z € R?, sio dadas por
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n_2N 2
K(z) = - (%) ‘ (3.2)
° 3 3n-4
H(z) = - ((ln_i_'(:z;;r)i;;a/z) cos né (3.3)
Prova: Com as notagdes do Corolirio do Lema 1, temos que
W(z)=natl = %i(m,y)+-i§§(m,y)
dyg

- ay( !y) a (:E,y)
e que

2 2
B(2) = nln~ )2 = T (a,9) 410 L0,

8'g O
amay( 7 ) 3-’53 ( !y)'

Donde obtemos

%é(z) =  nr"leos(n —1)6, 5-£ "1 sin (n—1)6
g—i—é(z) = n(n— 1)r"~? cos(n —2)4, 3—); = 31.2(”)

%3%(2) = —~n(n — 1)r*~2 sin (n — 2)8
(3.4)
As equagdes (3.4) quando substituidas em (3.1) provam o Lema.

CoRrOLARIO 1. A curvatura gaussiana da n-sela S é tal que
K(z) £ 0, para todo z € R%. Além disto, K(z) = 0 se, e so-
mente se, z = 0.

COROLARIO 2. A curvatura média da n-sela § se anula ao longo
das retas Ly, k=1, 2,..., n— 1, e apenas ar.

CoROLARIO 3. A origem do R® é o dnico ponto umbilico (na
realidade planar) de S.
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Prova: De (3.2) e (3.3) vem que

(n(n - 1)'1"”“'2)2

H-K =
k (1 + n2p2(n-1)*/?

(n“r‘““‘l) cos® nf + nip(n-1) 4 1) )

Portanto, H* — K = 0 se, e somente se, r = (, isto §, z = 0.

Uma superficie § C R? & dita regrada se para cada Z € 5 for
possivel tragar uma reta passando por Z e contida em S.

£ um fato conhecido que a 2-sela z = 2° — 4% & regrada. Por
exemplo, a familia de retas L,, u € R, dadas parametricamente
por

Ly={XeR®’ X =(0,-u,-u®)+1t(1,1,2u), t € R},

cobre a referida sela. Na realidade, como veremos a seguir, esta é
a tnica n-sela que é regrada.

TEOREMA. Seja S uma n-sela. Entio,
(1) A curvatura total de § & finita e vale C(§) = —2x(n — 1);
(2) S é regrada se, e somente se, n = 2.

Prova: Temos que

o n(n ~ 1)rn=2 ¢
C’(S):/Ix ds = / / (Hn%“ 1))
V14 n2r¥n-Ur drdf = —27(n — 1),

o que prova (1).

Para provar {2), suponhamos, por absurdo, que a n-sela §,
n > 2, seja regrada.

Fixemos 2z = (zo,y) em algum dos abertos Ry, & > 0,
(Figura 1). Como estamos supondo S regrada deve existir alguma
reta L passando por Zy = (=0, 3o, f(20)) = (Zo, 0, Re 2§) e contida
em 5. Assim,

L={XeR3 X = Zy + t(cos a, sin e, c), t € R},

para alguns ¢ € R e a, 0 < a < . Observe que ¢ é o angulo que
a projecao (ortogonal) de L sobre o plano coordenado XOY faz
com o eixo OX. Denotemos por L' esta projegio.
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Suponhamos, agora, que a reta L passe pela origem de R3.
Neste caso, L pode ser reescrita como .

L={X eR? X =t(cosa, sin a,c), t € R}.
Mas, L C 5. Logo,
tc = Re(tcosa + itsena)™ = 1" cos na, para todo ¢ > 0,

0 que s6 é possivel se cos na = 0 e ¢ = 0. Segue, entdo, que o = by,
para algum &k, £ =1, 2,..., (n— 1) e, portanto, L = L' = [
Em particular, zy € Ly (Figura 1), o que é um absurdo.

Para finalizar a demonstragdo, suponhamos que L nio passe
pela origem de R®. Sendo assim, L’ também néo passa pela origem
de R? e, devido a isto, L' intercepta, no minimo, n — 1 das retas
Ly (o caso minimo ocorre quando L' é paralela a uma das Lg).
Como n — 1 2> 2, temos que existem dois pontos 21 = (x1,7%1)
22 = (22,32), 21 # 23,em L', com z1 € L, e 7 € Ly,, para alguns
inteiros ky e kg tais que 0 < kq, k2 < n— 1. Consequentemente,
os pontos Z1 = (z1,%1,0) e Zy = (23,%2,0) pertencem a reta L e,
outra vez, obtemos L = L' = L;. Contradigao. il

Neste ponto convém observar que o grifico de g¢: R - R
definida por

g(z,y) = Im(z + 7y)" = Im 2",
pode ser obtido da n-sela através de uma rotagdo de flp = w/2n
em torno do eixo OZ.

Notemos, também, que a n-sela é invariante por uma rotagao
de 48y em torno de OZ e pela composicio da reflexdo T(z,y,2) =
(z,y,—=z) com uma rotagio de 26p em torno de OZ.

BIBLIOGRAFIA

1. [C] M. P. do Carmo — Differential Geometry of Curves and Surfaces
Prentice — Hall, New Jersey 1976.

2. [P] L. L. Pennisi ~ Elements of COMPLEX VARIABLES Holts, Rine-
hart and Winston, New York 1966.

Universidade Federal do Ceard Universidade Federal de Alagoas
Departamento de Matematica Departamento de Matematica
Campus do Pici — Bloco 914 Campus A. C. Simoes

60451 — Fortaleza — Ce Tabuleiro dos Martins

57080 ~ Maceid — Al




