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A desigualdade isoperimétrica

Carlos Gustavo T. de A. Moreira
Nicolau Cor¢ioe Saldanha

A desigualdade isoperimétrica afirma que qualquer curva fechada de com-
primento [ cerca uma drea menor ou iguala 2/4x e que este valor s6 € atingido
se a curva for um circulo de raio I/ 27 . Existem muitas demonstrages conheci-
das deste fato. Vamos aqui apresentar uma demonstragio simples ¢ totalmente
elementar deste teorema. Vamos primeiro demonstrar um resultado andlogo para
poligonos: dentre os poligonos de n lados com perimetro fixo o de maior drea é o
regular. Depois a partir deste resultado demonstraremos a desigualdade isoperi-
métrica usual.

Vamos comegar vendo dois resultados de geometria cldssica.

Afirmacdo 0: Dentre todos os tridngulos ABC de base AB fixa e perimetro
dado, aguele de maior drea € o isésceles. Além disso, dados dois tridngulos ABC
e ABC’ com mesmo perimetro e IAC— BQ <1AC” - BC'l, adreade ABC émaior
que a drea de ABC'.

Esta afirmacfo € conseqiiéncia ficil da férmula de Heron: a drea de um
trifingulo de lados a, b e ¢ é dada por

Np(p—a)p-b)(p—c)  onde p=%(a+b+c).

Afirmacio 1: Dentre todos os quadrildteros com lados dados, aquele de
maior drea é o inscritivel. Mais ainda, se consideramos dois quadrildteros ABCD
e A’B'’C’D’ com lados correspondentes iguais, se A+8 —n<lA+8’ -nl
enléo a drea de ABCD é maior que a drea de A’B’'C’D’.

Estas afirmac¢Ges seguem da férmula abaixo: a drea S de um quadrilitero de
lados a=AB,b=BC,c=CD ed=DA e ingulos A, B,& e ﬁédadapor

s=V (p—a)(p~b)(p—~c)}p—d) % abed(1 + cos(A + &)
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onde p = 1 (a + b + ¢ + d). Esta férmula pode ser obtida elevando ao quadrado o

valor de S dado por S = Y4 ad sen A + 15 be sen € (este valor € obtido somando
as dreas de DAB e BCD) usando a identidade

a?+ d? - 2ad cos A = b* + ¢? — 2be cos & (os dois lados da 1gua1dade déo o qua-
drado da diagonal BD pela lei dos cossenos).

Afirmaciio 2: Dado um poligono néo convexo, temos outro poligono com
niimero de lados menor, perimetro menor e drea maior.

Para isto, queremos obter dois vértices nfio consecutivos tais que a reta
determinada por eles tem o poligono inteiramente contido em um dos semi-planos
por ela determinados. Obteremos o novo poligono substituindo a parte interior da
poligonal ligando estes dois pontos pelo segmento que os liga (Fig. 1).

Para obter estes vértices, considere no plano cartesiano ¢ vértice de mator
coordenada x, chamemo-lo de P, . A reta vertical que passa por este ponto tem
todo o poligono de um lado. Vamos girar esta reta no sentido anti-hordrio ao redor
deste vértice até encontrarmos o primeiro outro vértice; esta reta ainda tem todo
o poligono de um lado. Se a intersegfio desta reta com o poligono niio for um dos
lados, o vértice inicial e o outro que estiver em cima da reta (ou, caso exista mais
de um, o mais distante do vértice inicial) serfio os dois vértices que buscamos.
Caso contrario precisamos continuar nossa busca; obtivemos um lado P, P, de
convexidade do poligono, 1.e., um lado tal que o poligono esté inteiramente contido
em um dos semi-planos determinados por sua reta suporte. Prosseguimos girando
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esta reta suporte no sentido anti-hordrio ao redorde P, até encontrarmos um novo
vértice. Novamente temos os dois casos acima e se tivermos um novo lado de
convexidade continuamos o processo. Este processo ou deve parar (com o
sucesso) ou deve resultar em que voltemos até P, , mas neste caso todos os lados
seriam de convexidade e o poligono seria convexo, contradizendo a hipétese.

Se repetirmos o processo descrito na afirmacgfio 2 wm mimero suficiente de
vezes chagaremos em um poligono convexo chamado o fecho convexo. Nossa
construcio garante que o conjunto dos vértices do fecho convexo é um subcon-
junto do conjunto de vértices do poligono original. Mais ainds, o fecho convexo
tem niimero de lados menor, perimetro menor e drea maior que o poligono inicial.

Afirmachio 3: Dado qualquer poligono ndo regular, existe um poligono
regular com niimero de lados menor ou igual, perimetro menor ou igual, e drea
malor.

Demonstramos isto por indugdo sobre o niimero de lados. Vamos descrever
um processo para a partir de um poligono qualquer obter primeiramente um
equildtero e depois um regular com o mesmo nimero de lados que o inicial, semipre
aumentando a drea a cada passo. Adotaremos este processo enquanto o poligono
for convexo e se em algum momento o poligono for nfo convexo a afirmacéo 2
nos formece um poligono com mimero de lados menor, drea maior e perimetro
menor, o que conclui a demonstragio por hipétese de indugio.

Vamos tornar o poligono equildtero fazendo com que cada um de seus lados
seja ignal 2 média / de todos os lados do poligono. Suponha que tenhamos dois
lados vizinhos AB e BC, um maior e outro menor que /. Podetnos, pela afirmacdo
0, encontrar um ponto B’ para substituir B, mantendo o perfmetro fixo e aumen-
tando a drea, tornando AB” igual a /. Caso ndio existam dois tais Jados vizinhos
mas o poligono néo seja equildtero, permutaremos os lados de tal forma a chegar
nesta situagfio. De fato, dados dois lados vizinhos AB e BC podemos substituir B
por B’ de tal forma que AB” =BC B’°C, = AB ; escolhendo B’ do mesmo lado que
BemrelacioaretaAC, a drea e o perfmetro ficam inalterados. Apds uma seqiiéncia
finita apropriada de tais permutac@es, chegaremos na situagfo descrita acima.
Assim aumentaremos o niimero de lados iguais a / até que o poligono se torne
equildtero, sempre aumentando a 4rea.

Vamos agora descrever um processo analogo para tornar o poligono equifn-
gulo e portanto regular, sempre aumentando a drea. Vamos chamar os vértices
cujos dngulos internos sfio iguais ao 4ngulo interno para o poligono regular de
bons e os demais de maus. Observe que ndo podemos ter menos de quatro Angulos
maus. De fato, suponha um poligono A, 4, ... A, com tnicos vértices possivel-
mentemaus A;,A; e A;. Seja B, B, ... B, umpoligono regular de mesmo lado /.
Os poligonos A; A, ... A j € B, B, ... B; sfo congruentes, também
AjAj .. Ac € congruente a B;Bj,...B, e AiAu, .. A & congruente a
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B, Br B, ; alémdisso, os triingulos AAA, e B;BB, siocongruentes. Tudo
isto implica que A, A; ... A, éregular (Fig. 2).

Em um poligono equildtero mas nfo regular considere o conjunto dos vértices
maus. Podemos tomar neste conjunto dois vértices maus A e B, A com angulo
muito grande e B com ingulo muito pequeno, consecutivos no conjunto dos
vértices maus. Considere agora o quadrildtero ABCD, onde. C € consecutivo a B
no conjunto dos vértices maus assim como A é consecutivo a D no mesmo conjunto
(Flg 3). Queremos deformar este quadnlatero nosentido de diminuir os dngulos
A e € e aumentar os dngulos BeD aé A ou B tornar-se bom. Ao defor-
mar o quadrilitero deformaremos simultaneamente o poligono mantendo rigidos
os arcos entre dois vértices consecutivos do quadrildtero. Resta verificar que este
processo aumenta a drea do quadriltero e portanto do poligono: para isso, usando
a afirmagfio 1, basta verificar que enquanto A for grande e ﬁ for-pequeno
A + & serd maior que m.

Na figura 4, o circulo indicado tem raio igual ao do circulo circunscrito ao
poligono regular de lado 1. Sejam C’ e D’ conforme indicado na figura as
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intersecgdes de CD com o circulo. Temos BAD > BAD' ¢ B&'D > BED donde

BAD +BCD > BE'D = . Isto mostra que sempre podemos aumentar o mimero
de vértices bons até chegarmos ao poligono regular. Isto conclui a demonstragfio
da afirmagio 3. :

Alids, observe que o raciocinio usado na parte final da demonstracéo desta
iiltima afirmagfic mostra que dentre todos os poligonos com lados dados o de maior
drea € o inscritivel; além disso, a ordem dos lados nfio afeta a drea méxima. De
fato, basta chamar de ‘bom’ a um &ngulo ignal a seu correspondente no poligono
inscritivel. Devemos continuar o processo mesmo que isso envolva poligonos nio
convexos ou até entrecruzados Para isso, é necessdrio definir a drea de um
poligono entrecruzado de forma adequada: a drea que for cercada virias vezes
deve ser contada com a multiplicidade do nimero de voltas que a poligonal d4 a
seu redor onde voltas no sentido anti-hordrio contam positivamente e voltas no
sentido horario contam negativamente. Esta definicfio coincide com a usual para
poligonos simples percorridos no sentido anti-hordrio. No consideramos este
ponto de vista aqui exatamente para evitar estas dificuldades técnicas.

Afirmacfio 4: Se n < m a drea de um poligono regular de n lados é menor
que a drea de um poligono regular de m lados de mesmo perimetro. Além disso,
a drea do circulo é maior que a drea de qualquer poligono regular de mesmo
perimetro.
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Vamos provar a primeira parte da afirmagio por indugfo sobre m. Para isto
basta provar, dado que a afirmag8o é correta para n < m < m, , que a drea de um
poligono regularde m, + 1 lados é maior que a drea de um poligono reguiar de
my lados com o mesmo perimetro. Considere um poligono regular de m,, lados e
pense nele como um poligono de my+ 1 lados, sendo um dos lados ignal a zero.
A afirmacdo 3 nos fomece, se necessdrio apds uma expansio, um poligono regular
de perimetro igual, drea maior e nimero de lados menor ou igual a me+ 1.
Observe que na primeira etapa da construgfio o lado de tamanho zero serd torado
positivo, Este niimero de lados s6 pode serigual a m, + 1 pois senfo estarfamos
contradizendo a hipétese de indugio.

Para a segunda parte, devemos apenas observar que as dreas dos poligonos
de n lados e perimetro dado tendem para a drea do circulo de mesmo perimetro
quando 5 cresce. Isto segue do fato de que o poligono regular de perimetro [ tem
lado maior que o do poligono de mesmo tipo inscrito no circulo de circunferéncia
{ e menor do que o do poligono circunscrito a este circulo.

Teorema: (Desigualdade Isoperimétrica) Toda curva fechada de compri-
mento [ engloba uma drea menor ou igual a P/4n. Além disso, este valor 56 é
alcangado para o circulo de raio 1/2xn.

Suponha que temos uma curva de comprimento [ englobando uma drea A.
Vamos escolher um niimero inteiro positivo N e tomar N pontos ao longo da curva,
igualmente espacados em termos do comprimento do arco de curva entre eles.
Vamos ligar estes pontos por linhas retas para obter um poligono de N lados e
perimetro menor que /. Tomemos o fecho convexo deste poligono: seu perfmetro
€ menor que [ donde, pelas afirmac@es anteriores, sua 4rea B é menor que
*/4n. Consideremos o conjunto dos pontos que ou estdo dentro deste fecho
convexo ou, estando fora dele, distam menos de //2N de algum dos N pontos
originais: a curva original estd totalmente contida nesta regifio pois qualquer ponto
da curva dista menos de /2N de algum destes N pontos. Por outro lado, a drea
desta regido serd menor ou iguala B+ Nr (I/2N)? pois estd contida na unido
do fecho convexo com N circulos de raio I/2N e centros nos N pontos. Assim,
ASB+Nm(l/2N} < P/4n+n P/4N, e, como esta estimativa vale para qual-
quer N, A <P /4m.

Finalmente, consideremos uma curva de comprimento. [ englobando 4rea
[2/4r e vamos provar que ela € um circulo. Primeiro, observemos que ela é
convexa. De fato, para uma curva nio convexa sempre existe um segmento de reta
ligando dois pontos da curva e contido inteiramente no exterior da mesma. Este
segmento divide a parte do plano fora da curva em duas regiGes, uma limitada e
a outra ndo. Tomando a porcio da curva que toca a regido ilimitada mais o
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segmento de reta temos uma nova curva fechada de perimetro menor e drea maior,
contradizendo o primeiro pardgrafo (Fig. 5). Agora, para uma curva convexa
distinta do circulo tome quatro pontos ndo cocirculares. Se deformarmos o
quadrildterc com estes quatro vértices mantendo rigidos os arcos de curva entre
dois pontos até o quadrilatero tornar-se inscritivel estaremos aumentando a drea
sem mudar o perimetro (Fig. 6).
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