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1. Introducio

Com o crescente desenvolvimento da Fisica dos sistemas ndo lineares tor-
nou-se cada vez mais presente entre os fisicos a utilizagfo de funcdes e integrais
elipticas. Uma discussfo cldssica em tomo do cdlculo numérico destas fungSes e
integrais ¢ encontrada no famoso texto de King [11], onde o autor discute o
interesse de tal cdlculo nos vérios ramos da Fisica e da Astronomia. Ele enfatiza
ainda as vantagens de se utilizar um método de calculo direto, de tais fungdes e
integrais, independente de tabelas auxiliares, de tal maneira que possibilite o uso
de miquinas de calcular. Para isso, King descreve em detathe um método de
célculo baseado na transformagfio de Landen e no uso da escala da média
aritmético-geométrica, tendo como referéncia os trabalhos de Lagrange, Legen-
dre, Gauss, Jacobi, Abel e outros. As citadas transformagfo e média t€m sido
mmito pouco difundidas em anos recentes € por isso mesmo serfo discutidas
rapidamente na segunda parte deste trabalho.

Neste artigo, abordaremos de forma resumida alguns aspectos que enfatizam
a grande importancia das denominadas integrais elipticas completas de primeira
e segunda espécies e das doze fungdes elipticas jacobianas nos recentes problemas
da Fisica. A seguir descreveremos um pouco a histéria do surgimento dos métodos
de calculd-las e, finalmente, introduziremos trés subprogramas (FELLPK, FELL.-
PE, ELLI) que calculam rapidamente essas fungSes e integrais.

Apesar de sua relevincia, poucos sfo os estudantes gue tiveram contato, na
graduagdio, com tais assuntos. Por isso mesmo, iniciaremos esta discussiio lem-
brando uma citagio devida a Jacobi. Esse matemdtico caracterizava 23/12/1751,
como sendo a data de aniversério das funcdes elipticas. Foi naquele dia que Euler
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iniciou a sua avaliacio da coleg@io de trabalhos apresentada pelo matemético
italiano Giulio Carlo, Conde Fagnano e Marqués de Toschi, a qual era o pré-re-
quisito para a sua entrada na Academia de Berlim. Dentre os intimeros artigos de
Fagnano, o intitnlado Method For Measuring the Lemniscate, publicadoem 1718,
despertou o entusiasmo de Euler. Ele vislumbrou ali o nascedouro da teoria das
fungBes elipticas, que viria, segundo cle, a estender consideravelmente os limites
da andlise matemadtica. .

De maneira sumdria, consideremos F(x,1¢) uma funcio racional deuex sendo
w?* uma fungfio polinomial ciibica ou quirtica de x sem fator repefido, isto &,
W = agx + 4ayx? + 63 + dax + @, . Neste caso ] F(xu) dx éa denominada
integral eliptica. Um conhecido exemplo dessa classe de integrais é dado por
a f dx (1=K} [(1—x*)(1 —k%2)] * aqual é igual ao comprimento do arco

de uma elipse de excentricidade k e eixo maior 2a. Do ponto de vista histérico,
tudo indica ter sido esta a razfio porque as integrais desse tipo receberam a
denominagfio de elipticas [16]. Legendre, que por mais de quarenta anos estudou
tais integrais, infroduziu as trés formas candnicas para as mesmas. Dentre essas
formas, somente as duas primeiras nos interessam neste artigo. Elas sfio duas
funcBes bésicas, que tém sido utilizadas freqiientemente em calculos envolvendo
equagBes diferenciais ndo lineares, ¢ sio denominadas integrais elipticas de
primeira e segunda espécies, respectivamente. Elas sdo definidas, trigonometri-
camente, por:

F (k)= f do (1 -k sen? @ )“"‘3 , (1

Ety=f do(1-Rsenz o) o

Tais integrais séo funcGes de dois argumentos que sfo a amplitude ¢ eo
médulo £, os quais sdo normalmente limitados aos intervalos 0S /21 e
-n/ 25 ¢ s/ 2, que podem ser estendidos através de transformagdes de varia-
veis. A transformagio x=sen ¢ converte as integrais elipticas de uma forma
trigonométrica para uma forma algébrica. No caso limite ¢ = %4 , as integrais (1)
e (2) sdo denominadas integrais elipticas completas de primeira e segunda espécies
e sdo designadas por K(k)=F (k,n/2) e E(k)= E (k, n/2 ), respectivamente.
Se definimos u = F (&, ¢ ), a fungfo inversa é denominada a fungfio amplitude
¢ =am (u, k) eapartir dai encontramos as fungdes ch’pticzis Jjacobianas, defi-
nidas por Jacobi [10] como sendo sk (x, k) = sen am (u, &),
cn (u, k) =cos am (u, k) e dn (u, k)= [1- Kk sn? (u, k) 1* . Usando a notagfo
de [1] definimos o parimetro m das integrais elipticas por m=%k? e o seu




22

complementar m, =1 — k2. Com isto escreverernos K(m) e E(m), snu, cnue dnu.
As outras nove fungdes elipticas jacobianas sio definidas a partir da notacfio de
Glaisher [8], ou seja, sc = sn/icn, sd = sn/dn, cd = cn/dn, cs = cnfsn, ds = 1/sd,
de = licd, ns = 1/sn, ne = len, nd = ldn (vide figuras 1-6).”

Essas fungdes tém ressurgido com grande énfase em inimeros problemas de
eletromagnetismo, particulas elementares, mecinica quintica, relatividade geral,
mecénica estatistica e outros. Um exemplo bastante interessante de problema
fisico onde estdio presentes tais objetos matemdticos € aquele da teoria de transi-
¢bes de fase que apresenta fases incomensurdveis (ex. ferroelétricos) onde surgem
estruturas solitdnicas. Em geral definem-se os sistemas incomensurdveis como
sendo aqueles que possuem uma estrutura quase cristalina, ot seja, uma estrutura
que nfio € comensurdvel com aquela apresentada inicialmente pelo sistema. Essas
fases s3o caracterizadas por uma ondulagfio modulada periodicamente a qual nfio
€ comensurdvel com a rede cristalina original. Do ponto de vista fisico as fases
incomensurdveis caracterizam-se pelo surgimento de um modo de vibragio (soft
mode) critico o qual € distinguido pelo fato do quadrado da sua freqiiéncia tender
a zero quando a temperatura do sistema aproxima-se daquela de transicfio. Nessas
fases tais modos de vibrago apresentam um vetor de onda cujo médulo é um
muiltiplo irracional (daf o nome incomensurdvel) daquele do vetor da rede reci-
proca do sisterna e em conseqiiéncia, tem-se que, nunca dois dtomos apresentam
os mesmos deslocamentos de suas posi¢des de equilibrio.

Alguns desses sisternas ferroelétricos apresentam além da fase normal, as
fases comensurivel e incomensurdvel. Para caracterizd-las parte-se em geral de
um potencial termodindmico [18]

f=E+L+W | 3)

onde E representa o termo dito eldstico
Sl an .,
E_2k[(dx)+(dx)I (4}

L € o invariante de Lifshitz dado por

d d :
L=om, 4y, ) ®

e Wé a parie estdtica ou homogénea do potencial, cuja forma depende em geral
do sistema estudado. Para uma transi¢fio incomensurdvel-comensuravel num
cristal pode-se escrever

I 1 1
W=—2—a(n%+n%)+zﬁ(n?+ﬂi)+57 IERIT; (6)

onde M, e M, representam as duas componentes do parimetro de ordem com-
plexo n=mn, + im, que caracteriza o sistema em estudo, & o, P, v,k ¢ sdo os
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parimetros fenomenoldgicos da denominada teoria de transigBes de fase de
Ginzburg-Landau [13}.

Ao fazer algumas transformagdes em (3) € possivel obter.as expressdes para
as diferentes fases a partir da sua minimizagio, a qual implica no surgimento de
um sistema de duas equagBes de Euler-Lagrange acopladas em termos de ampli-
tude e do Angulo de fase do parimetro de ordem [17].

Ao usar-se a denominada aproximagio solitbnica, isto €, quando € admitido
ter somente a fase varidvel, o sistema de equagdes citado restringir-se-4 & conhe-
cida equagdo de seno-Gordon {ou equagdo do péndulo fisico) a qual € nfo linear
e tem como solugdo o denominado arranjo multisolitdnico de fase que pode ser
escrito em temmos de fungBes elipticas jacobianas sn ou sd. A partir destes
resultados © que se observa é que o potencial termodindmico que caracteriza a
fase incomensurdvel é obtido em termos das funges &(m) e E{m) ji definidas,

2. Notas Histéricas

Do ponto de vista histérico, foi Euler [5] quem primeiro preocupou-se com
os métodos de célculo das integrais elipticas, Em 1771, o matemdtico inglés John
Landen, estudando tais integrais, enunciou o célebre teorema de transformagio
envolvendo a expressfo de [ (1-p?x?) (1 - g2 x2)]""> [16]. Em sintese, cle
mostrou que partindo desta diferencial ele obtinha uma outra de forma
semethante dy [ (1 -pty*) (1 —gt¥*)]™" por meio da seguinte transformagio
x=y(1=pgy* )" (1-["A (p + ¢)]* y*) ™ , onde x e y desaparecem simultanea-
mente, e, ao invés das constantes iniciais p e g, aparecem p, e g, dadas pelas
relagdes p, = '4 (p + g) e g, = (pg)** . De maneira andloga ele escreve, na segunda

' parte desse teorema, a transformagio y=(1-p2x?)%(1-¢*x2)™%, para 0
mesmo enunciado, sendo que neste caso as novas constantes sfo escritas em
termos das antigas p e g, como sendo p=p+ (p*— ¢ ) eq =p—(p*—¢* ).
Em 1775, o mesmo Landen apresentou a sua transformago em forma trigonomé-
trica [2] a qual se tornou bisica para os métodos numéricos envolvendo tais
integrais.

Legendre {15] também aplicou a famosa transformacfic de Landen para
calcular numericamente as integrais elipticas e com isso forneceu o método de
célculo a partir do qual a maioria das tabelas existentes nos manuais cldssicos foi
construida. O denominado algoritme da média aritmético-geométrica tem sido
bastante discutido na literatura matematica. Ele originou-se a partir da avaliagio
das integrais elipticas completas num problema em torno da teoria de atragSes
planetdrias [6]. A histéria desse algoritmo € interessante, pois apesar de ter sido
Lagrange [12] o primeiro a estabelecé-lo publicamente, de acordo com as confi-
déncias de GGauss em carta datada de 16/4/1816 ao seu amigo H. C. Schumacher,
ele o descobriu independentemente em1791 quando tinha 14 anos de idade. Mais tarde
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ele escreveriaum longo artigo sobre este tema [7] o qual, a exemplo de outros trabalhos
desuaautoria, séfoi publicado apds sua morte. A publicaciiodesse trabalho fundamental
86 surgiu gracas a E. Schering que editou os seus trabalhos completos.

A fim de relembrar o mencionado algoritmo, consideremos aq, by € ¢y
mimeros positivos tais que aq > by e af = bj + ¢} . Constréi-se entiio uma seqiién-
cia de médias aritméticas e outra de médias geométricas, ou seja,

1
a, = E(an—l + bu-l) bn = (au—l bu—-l)lé (7)

onde se mostra facilmente que estas seqiiéncias convergem rapidamente para o
mesmo limite M (a,, by) =lim a, = lim b, , o qual &, por defini¢fio, a média
aritmético-geométrico de a, e b, .

Gauss [7] empregou uma transformaciio trigonométrica e conseguiu final-
mente séries rapidamente convergentes para as integrais elipticas de primeira e
segunda espécies. Dentre os quatro exemplos numéricos reportados por Gauss
aquele em que ele usou an=1 e b, =0.8 , apds quatro iteragdes, converge para
a,=0.897 e by =0.897211432115042 , o que indica a rapidez de convergéncia
para 0 mesmo limite M (ay , bg) . Ainda nesse importante trabalho, Gauss enun-
ciou o teorema de representagiio para M.

“Se Xt < 1, entdo M (I +x1-x)=r/2K(x) ,onde
K(x)=[" d o (1 -~ xsen? 5)* éaintegral eliptica completa da primeira espécie”.

Além da sua famosa demonstracfio, muitas outras s3o conhecidas. Recente-
mente Almkvist e Berndt [2] introduziram uma reformulagio para o citido
teorema: _

“Seja a>b>0. Entio M (a,b) = n/[ 21 (a, b) ] onde [ (ab)=(1/a} K (x)
ex = (1/a) [a® - b2 7.

Estes mesmos autores. [2] apresentaram também uma reformulacio para
outra conhecida demonstragio do teorema de Gauss obtida por Landen em 1771.
Nesta nova vers?o eles, em linhas gerais, partindode x, = ¢,/ a, , onde
¢ = {ah—b})" ,comn 2 0 e substituindo na expressio de K(x) a forma trigono-
métrica da transformacfo de Landen, an @1 = sen (2¢) [x, + cos (2¢)]!, conse-
guem, apds alguns clculos, encontrar K(x) = (1 +x) K (x) tal que apds n
IteragSes encontram K(x) = (1 + x) (1 +x,) ... (1 +x,) K (x,) quesereduza
K(x)=(a/a,) K (x,). Ao fazer-se n — « , desde que a, tende a M{a,b) e
x, — ==, conclui-se que K(x) = an/[ 2M (a,b} ]. Um fato importante de ser
lembrado ¢ que Jacobi [10] empregou um método similar de cdlculo para a sua
obtengfo das integrais elipticas. Na parte 1, vimos que a transformacfo de Landen
foi introduzida pelo seu autor num artigo publicado em 1771 e de forma mais
claborada no seu mais famoso trabalho publicado em 1775 [14]. A importiincia
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desse resultado matemético foi bem enfatizada por Mittag-Leffler [16] e sua
aplicabilidade nos célculos numéricos € bem conhecida. Apesar do sucesso
alcancado por esses algoritmios, é interessante lembrar que no século XIX,
durante certo periodo, o método de céleulo obtido através das fungdes Theta, com
suas séries rapidamente convergentes, tornou~ se muito mais utilizado do que
aqueles usando a transformagiio de Landen.

Mais recentemente outras formas aproximativas, para integrais elipticas
completas K{k) e E(k), tém sido introduzidas com o fito de caleuld-las numerica-
mente. A possibilidade de escrever (1) e (2) em termos da série hiper-geométrica
de Gauss 2 F) (a, b; ¢, z), ou seja

K(k)=§ JF (/213 Lk) e E(k):% 2 (172,172, 13 12)

com Ikl < 1, induziu 1 egendre, a partir de transformages sobre a citada série, a
estabelecer uma outra maneira de se escrever tais integrais. Isto possibilitou a
Hastings [9] mais tarde, reescrevé-las em forma de polindmios. Cody [4] anali-
sando a aproximag&o Chebyshev da forma de Hastings, enfatizou que, para uma
dada fungfo, uma forma aproximativa é mais eficiente do que outra se, para um
dado ndmero de coeficientes, o erro de aproximacio for menor. Segundo ele, as
formas mais eficientes de aproximagdes contém, em geral, muito do comporta-
mento analitico da fungfio que estd sendo aproximada. Seguindo na sua anilise,
Cody afirma que, enquanto fungdes racionais, razSes de polinémios sdo simples
e geralmente mais eficientes do que polindmios, nenhuma forma € particularmente
eficiente em aproximar (1) e (2) por causa do comportamento logarftmico apre-
sentado por suas formas polinomiais, quando & tende a 1. A forma enunciada por
ele, K*(k) = lné + T (§) , onde T(E) & uma fungio racional, tende a incorporar este

comportamento logaritmico e é mais eficiente do que fungdes racionais puras.
Apesar disso, no trabalho citado, esse autor afirma que a forma mais eficiente

envolvendo fungBes racionais é provavelmente Kx(k) = T, (§) + T, () .in (l). Na

g

sua discussio, ele justifica, por razdes de praticidade, a sua restricio em tentar a
forma com 7; (£), i= 1,2, sendo polindmios puros em § e por isso mesmo, a
forma da aproximag#o final no seu trabatho, & aquela usada por Hastings [9] para
as duas citadas integrais elipticas completas de primeira ¢ segunda espécies
(usadas por nés para elaborar os subprogramas FELLPK e FELLPE).

Outra contribuigio importante para o calculo numérico das integrais elipticas
bem como das funcdes elipticas jacobianas foi a de R. Bulirsch [3] que, numa
série de artigos usando o mesmo roteiro de calculo de Legendre e Gauss,
introduziu uma séric de algoritmos simples escritos em linguagem ALGOL, os
quais conseguem de maneira rapida e eficiente obter os valores dessas importantes
funcdes e mtegrais. Inspirados num desses algoritmos introduzimos na se¢io 3 o
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subprograma ELLI, o qual calcula as trés principais fun¢des elipticas jacobianas
sn, cn, dn e, por conseguinte, as nove oufras restantes, bastando para isso que
usemos as definicSes das mesmas em funcgfo das trés citadas [19].

Uma outra possibilidade de obtencfio dos valores das fungdes jacobianas € a
partir de expanses em série. Vdrios textos classicos [1] trazem exemplos de tais
expansdes; entretanto, uma grande contribuicéio foi dada por Schett [20] que numa
série de trabalhos conseguiu elucidar um pouco mais as propriedades destas séries
bem como avangar até os primeiros quinze termos principais das expansGes de sn,
cnedn.

3. Aplicacdes

Ao lado das reminiscéncias em torno do cdlculo numérico das funcdes e
integrais elipticas, citadas nas segBes anteriores, 0 nosso maior interesse neste
artigo € introduzir trés subprogramas escritos em linguagem FORTRAN e adap-
tados ao computador IBM3090. Os dois primeiros subprogramas (FELLPK e
FELLPE) inspirados nas formas polinomiais de Hastings [2,9] calculam os
valores numéricos das fungdes K(m) e E(m). O terceiro (ELLI), inspirado no
algoritmo n° 5 de R. Bulirsh, calcula com grande rapidez os valores numéricos
das doze fungBes elipticas jacobianas [10]. Os resultados obtidos por nés sio
comparéveis aqueles encontrados em [1] e no texto Jacobian Elliptic Function
Tables de L. M. Milne-Thomson (Dover Publ, Inc., 1950).

O mencionado algorftmo de Roland Bulirsh baseado na transformacio de
Landen e na média aritmético-geométrica impressiona pela sua aparente simpli-
cidade. Através dele se consegue calcular sw, cn, e dn e, como conseqiiéncia, todas
as outras fungdes elipticas jacobianas. O nosso trabalho foi portanto escrever esse
algoritmo em lingnagem FORTRAN, através de um subprograma (ELLI) o qual
pode ser facilmente manuseado por qualquer usudrio.

3.1-Osubprograma FELLPK calcula os valores da integral eliptica completa
de primeira espécie K(m), usando a forma aproximativa de Hastings [9]. Os
principais elementos sfo: 4, (i=04)e B, (i=1,4) sdo os coeficientes da forma
polinomial de Hastings; AM & o parimetro da integral eliptica; AMI é o
pardmetro complementar [1] e £K € a forma escrita por Hastings para a integral
cliptica completa de primeira espécie (vide fig. 1A)

SUBROUTINE FELLPK (AM, EK)
A0 = 138629436112

Al = .09666344259

A2 =,03590092383

A3 =.03742563713

Ad = 01451196212

BO=.5
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B1=.12498503597

B2 = 06880248576

B3 =.03328355346

B4 =.00441787012 N
AMI1=1.- AM )

BLOG = 1./ AM1

EK = (A0 + Al * AMI + A2 * ( AM1 #* 2) + A3 * (AMI ¥ 3) + A4 * (AM1 ** 4} +
(BO+B1 * AM1 + B2 * (AM1 *#2) + B3 * (AM1 ** 3) + B4* (AMI ** 4))
* ALOG (BLOG)

RETURN

END

3.2 - O Subprograma FELLPE calcula os valores da integral eliptica completa
de segunda espécie, E (m), usando a mesma aproximaggo de (3.1). Neste caso
A; (i=1,4) e B; (i=14) sfo os coeficientes da forma polinomial de Hastings
para E(m); AM e AM1 ja foram definidos antes e EE é a forma escrita por Hastings
para integral desejada (vide fig. 1B) :

SUBROUTINE FELLPE (AM, EE)

Al = 44325141463

A2 =. 06260601220

A3 =. 04757383546

Ad =, 01736506451

B =. 24998368310

B2 =. 09200180037

B3 =. 04069697526

B4 =. 00526449639

AMI = 1. - AM

BLOG =1./ AMI

EE = (1 + AL * AMI + A2 * (AM1 #%2) + A3 * (AM1#* 3) + Ad * (AM1 ** 4)) +
(B1 * AMI + B2 * (AMI #% 2) + B3 * (AM1 #* 3) + B4 * (AM1 **4)) * ALOG (BLOG)
RETURN

END

3.3 - O subprograma ELLI calcula os valores das fungdes jacobianas sn, cn
e dn a paitir de um algoritmo introduzido por Bulirsch e tem como principais
parAmetros os seguintes: AMI, ANI, C, DD representam as funcdes contidas no
algoritmo orignal; N representa o niimero de iteragGes; L € o limite da primeira
recorréneia; D é o parimetro ligado A precisiio do método; AMI € o pardmetro
complementar das fungGes elipticas; U ¢ o argumento da funcfo eliptica; sn, cn,
dn sfio as fangdes elipticas jacobianas; [FAIL € o pardmetro que testa a COITeCH0
do programa; EPS ¢ o erro relativo.

Com este subprograma torna-se bastante simples calcular todas as doze
funcdes elipticas jacobianas visto que a partir da notago de Glaisher [8] € possivel
calcular as nove restantes em termos das trés calculadas explicitamente por ELLI (vide
figs.2a6).
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SUBROUTINE ELLI (AMI, ANI, C, DD, N, L, D, AM1, U, SN, CN, DN, IFAIL)
DIMENSION AM1 (0:200), ANI (0:200), CC (0:200), DD (€:200)
IFAIL =0

B=-.5%D N
EPS = 10. # B )
AMI{0) = 1.

ANI (0)= SQRT (AM1)

DO100T=1,N

I=71

AMI (I + 1) =.5 * (AMI (I) * ANI (I)

ANI (I + 1) = SQRT (AMI {I) * ANI (D)

IF (ABS(1.- (ANI (I} / AMI (I))). LE. EPS) GO TO 101

100 CONTINUE

IFAIL = 1

101L=1

C (L) = AMI (L) * COS (U * AMI (L)) / SIN (U * AMI (L)
DD(L)= L.

DO200K! =1, N

K=1-KIl

C(K)=DD (K + 1) * C (K + 1)

DD (K) = ((C (K + 1) #* 2) * (AMI (K + 1) %* (1)) + ANI (K)) / ((C (K + 1) ** 2)*
(AMI (K + 1) ** (-1)) + AMI (K))

IF (K. I.T. 0) GO TO 201

200 CONTINUE

IFAIL =2

P1=1.0

201 F1 = SIN (U * AMI (L))

F2=SQRT (1. + C (0)* C (O)

F3 = SIGN (P1, F1)

SN = F3/F2

CN=C(0) * SN

DN =DD (0)

RETURN

END

As figuras 2 a 5, apresentam as doze fungdes elipticas jacobianas quando
fazemos o parimetro m = (.5. As figuras 6A a 6C mostram as funcSes s (ulm)
cn (ulm) e dn{ulm) para trés valores m = 0.0, 0.5, 1.0. Em concordéncia com a
teoria dessas fungGes, vemos que para m = 0, temos sn(ul0) = sen u, en(ul0) =
cosuedn(ul0) = 1, ouseja, as duas primeiras fungdes se degeneram nas conhecidas
fungBes circulares, Para m = I temos sn(ull) = tanh u, cn(ull) = sechue dn(ull) =
sech u, isto é, elas se degeneram nas conhecidas funces hiperbdlicas.
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