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O Elips6ide de Monge

Jorge Sotomayor

Esta histdria se inicia numa escaldante noite de setembro de 1970, na cidade
do Rio de Janeiro. Vitima da insénia, decidi bisbilthotar os Livros que minha esposa
havia primorosamente arrumado na estante. Tinha ela trazido recentemente uma
porgao de livros seus e 14 os havia colocado.

Minha cAndida e descontraida atitude contrastava com uma estranha tensio
que dimanava da estante. Intrigado, e entregue a curiosidade, me senti impelido
ainvestigar a sua causa.., -

Espremido num cantinho, ataviado de elegante capa verde, pulsava inquieto
o livro de Struik “Lecciones de Geometria Diferencial Cléssica”.

Minha natural atragfio pela Geometria e pela Lingua de Cervantes me levou,
descompromissadamente, a abri-lo,

Pasmem! Fi-lo, justamente na pdgina donde a seguinte figura do elipséide
tri-axial surgiu, como espreitando-me. ’

Fig. 1: Elipsdide de eixos diferentes, suas linhas de curvatura e pontos umbilicos.

Subitamente, assaltou-me a sensaciio de estar caindo numa armadilha,

Havia ele esperado quase um século e meio desde a data em que o ilustre
matematico francés Gaspard Monge o concebeu, localizando-lhe seus 4 pontos
umbilicos e caleulando-lhe as linhas de curvatura principal. Nesse lapso, percorreu
milhares de quilémetros, transpds montanhas e cruzou largos mares, impresso em
livros, restrito auma limitada e asfixiante existéncia bidimensional, para que nessa
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noite tropical nos defrontdssemos.

Fm 1961 eu j4 tinha lido partes da edigdo original inglesa do Struik, mas nio
me havia impressionado essa figura. Nessa época e também.era leitor assiduo do
livro de Hilbert-Cohn Vossen “Geometry and the Imagination”, do qual (segundo
anota Struik), ela foi extraida. Como poderia te-la ignorado?

Havia eu estudado com grande atencio outros dois livros de nivel comparéivel
ao do Struik: o de O’'Neil “Elementary Differential Geometry”, adotado num
curso que lecionei em Berkeley, na minha primeira visita aos Estados Unidos em
1967, & o de Willmore, “Introduction to Differential Geometry”, texto que estudei
no meu curso de graduacio em 1961, Lamentaveimente, estes austeros modelos
de exposicio geométrica nfio contém nem sombra da fascinante figura.

Fol como um amor 3 primeira vista: a simetria e beleza de suas curvas me
conquistaram de imediato. Contemplamo-nos, medindo-nos, por varios minutos.

Li rapidamente o texto adjacente, assim como outras se¢fes pertinentes.

Mas o leitor do Struik dessa noite singular, depois de haver percorrido
caminhos da Teoria Qualitativa das Equac@es Diferenciais, evoluindo para os
Sistemas Dinfimicos e passando pela Estabilidade Estrutural e a Teoria das
Bifurcagdes, nfio era mais o mesmo de 1961,

Em poucas horas de leitura ativa realizei uma viagem matematica que,
cronologicamente, abrangia quase dois séculos.

L4 estavam os resultados classicos basicos concernentes a curvatura normal
e a sua expressio em fungfio das curvanuras e diregdes principais, sintetizada pela
Férmula de Euler.

As linhas de curvatura principal sfo curvas na superficie ao longo de cujas
direcBes tangentes (direges principais) esta se curva extremalmente no espago.
A medida destas curvaturas extremais denominam-se curvaturas principais. Seus
valores sdo dados pela curvatura normal (isto € pela Segunda Forma Fundamental
da superficie), avaliada nas dire¢es principais.

Foi Buler (Recherches sur la courbure des surfaces, Mémoires de ' Academie
de Sciences de Berlin, 16, 1760) o primeiro a estudar estes objetos matematicos,
inaugurando assim a utilizagfio dos métodos do Calculo Infinitesimal para o estudo
da geometria das superficies.

Deriva desse trabalho que as diregBes principais sio, em geral, determinadas
por duas retas mutuamente ortogonais. Contém ainda este artigo a famosa Férmula
de Euler, que expressa a curvatura normal numa direcfio qualquer em termos das
curvaturas principais e do Angulo da referida dire¢fio com as principais. De fato,
em termos mais modernos, esta formula equivale a diagonalizagdo da Segunda
Forma Fundamental.
~ Nos pontos umbilicos as duas curvaturas principais sfo iguais e as diregBes
principais definem, fora destes pontos, dois campos ou distribuigSes, de linhas
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tangentes a superficie, chamados de campos de linhas principais, um deles
cotrespondente & curvatura mixima e o outro, 3 minima. Os pontos umbilicos séio
considerados como singularidades destes campos de linhas.

Néo hd registro bibliogréfico de que Euler tivesse visualizado a particiio da
superficie em pontos umbilicos e na rede de curvas principais, que sio formadas
pelas curvas integrais dos campos de dire¢es principais.

Nas superficies de revolugfo, esta rede é gerada pelos paralelos e os meridia-
nos.

Foi Monge (Sur les lignes de courbure de la surface de !ellipsoide, Journ.
de I'Ecole Polytech., I cah., 1796} o primeiro a perceber a importincia da
estrutura definida numa superficie pelos pontos umbilicos e a rede de curvas
principais, chamada aqui de configuragdo principal da superficie. Deve-se a ele
a integracdo global das equagGes diferenciais que representam os campos de linhas
principais no caso do elipséide de trés eixos diferentes, ilustrado na Fig. 1.

Este resultado constituj o primeiro exemplo ndo trivial de configuracio
principal. Ele coloca Monge como um indiscutivel precursor da Teoria Qualitativa
das Equacfes Diferenciais, quase wm século mais tarde fundada e sistematizada
por Poincaré e Liapunov, e aprimorada por Andronov-Pontrjagin, Peixoto...

A Fig. 1 representa a configuragio principal no elipséide de trés eixos
diferentes; a Fig. 3 representa as configuragdes principais numa esfera e no
elipséide de revolucio.

Monge também vislumbrou aplicag@es das linhas de curvatura na Arquitetu-
ra. E muito interessante a argumentacio que, com bases estéticas e préticas,
apresenta na sua proposta para a construgdo da abdboda elipsoidal para o prédio
da Assembléia Legislativa. Esta proposta utilizava as linhas de curvatura como
guia para colocagdo das pedras e os umbilicos como pontos de suporte das
lumindrias.

Ao que me consta o projeto nunca foi executado pelo governo da Revolugfio
Francesa, nem por nenhum outro.

Mas voltemos 2 noite do elipsdide, do inicio desta histéria.

Com o Struik relembrei 0 Teorema de Dupin. Ele estabelece que se uma
superficie pertence a uma familia de superficies triplamente ortogonais, suas
linhas de curvatura sio obtidas pela interse¢fio desta com as superficies das outras
familias ortogonais 2 ela.

Estava extasiado e gratificado frente ao notdvel salto qualitativo triplo que a
leitura havia-me proporcionado. Euler: definicdes basicas, Monge: o exemplo
chave, Dupin: a teoria que unifica numerosos casos.

No instante em que admirava a gravura do Struik que ilustra o Teorema de
Dupin com a foto de uma maquete de gesso, percebi que o elipséide de Monge e
o Struik pulsavam dessincronizadamente. O primeiro acelerava em relagiio ao
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Fig. 2. Teorema de Dupin; Familias de superficies quddricas homofocais: elipsdides e
hiperboldides de uma e duas folhas.

segundo, debatendo-se irritado, como que decifrado e flagrado, devassado em sua
intimidade. 7

Subitamente o elipséide se ergueu, destacando-se do papel. Como que
espreguicando-se, recobrou sua maravilhosa plenitude espacial.

Girou, virou-se, evidenciando suas simetrias, mostrando suas belas e fecha-
das curvas principais e revelando seus 4 pontos umbilicos, cada um dos quais
perfurados por duas impiedosas separatrizes que os conectavam aos pares.

Paulatinamente, comegou a mudar seu eixo principal menor, aumentando- o,
mantendo fixo os outros dois. Entretanto, este caprichoso exercicio de exibicio-
nismo n3o alterava em nada a topologia da sua configuragdio de curvas principais,
pontos umbilicos e separatrizes; apenas os pontos umbilicos, aos pares, se apro-
ximavam, lenta e inexoravelmente, de seus pdlos. No momento exato em que o
eixo menor coincidiu com o intermedidrio, os pontos umbilicos colidiram e as
separatrizes desapareceram. Foi fugaz o instante em que ele representou um
elipséide de revolugdo. Depois, 4 medida em que o eixo que havia sido menor se
tornava intermediério, os pontos umbilicos se separaram novamente para deslo-
car-se no plano ortogonal, no qual também se tinham localizado as novas separa-
trizes.

Em seguida recuou, na seqiiéncia de deformacdes, até recuperar a forma de
elipsdide de revolugdo. Nesta simétrica posigiio experimentou outras deforma-
¢Bes, variando o valor do eixo comum, e o do eixo maior.

Nada, entretanto, acontecia com a topologia de sua configuragio principal
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até que os irés eixos coincidiram. Foi nesse instante que todas as linhas de
curvatura se esfumaram para dar lugar a uma redonda bola totalmente formada de
pontos umbilicos. ~

Ensaiou repetidamente estas e outras deformagdes, permutando os eixos
sujeitos 4 variagdo. Parecia um especticulo com poucas novidades, que Ja corria
o risco de tornar-se monétono.

Inesperadamente, comegou a dilatar nervosamente o seu eixo maior. Ocu-
pando um grande espago diagonal em minha sala de estar, ameacava quebrar a
Janela e liberar-se da humilhante condigio de capacidade.

Eu, limitado a mero observador, sem nenhum controle da sitnacfio, jd estava
apreensivo.

Craak!... Finalmente a janela estourou. Este preciso momento coincidiu com
o do barulho que o Struik, escorergando de minha mio, fez ao estatelar-se no chio.

Estava eu recobrando a consciéncia, depois de um distraido cochilo.

Duas referéncias do Struik, uma ao famoso cldssico Darboux e outra a um
{para mim) desconhecido A. Gullstrand, ambas relativas aos padiGes possiveis
das linhas de curvatura principal na vizinhanga de um ponto umbilico, atrafram
minha aten¢fo; anotei-as.

Estava satisfeito. A partir do Teorema de Dupin, o elipséide com sua danga
onirica me havia ajudado a demonstrar o seguinte:

No espago de superficies quddricas compactas, as vinicas principalmente
estruturalmente estdveis séo os elipsiides de eixos diferentes, estas formam
um aberto denso; as estdveis de primeira ordem (isto é por perturbacées
pequenas dentro das ndo estdveis) sdo os elipsides de revolucio néio
esféricos, estes formam uma hipersuperficie.

Era possivel formular resultado andlogo também para as quidricas nfo
compactas.

Como seria o caso geral das superficies diferencidveis? Indaguei comigo
mesmo. Nesse momento invadiu-me o cansago. Fui repousar com o pensamento
no possivel quarto estigio do salto qualitativo que havia testemunhado.

Nio € raro acometerem-me pesadelos em ocasides em que, com amente ainda
um pouco excitada por algum problema, pretendo descansar, jéentrada aaltanoite.

Sonhei essa noite com superficies de formas e generos diversos, que exibjam
variados padres de pontos umbilicos. Um deles, nitidamente, era como o do
elipséide. Porém quando queria captar o aspecto das linhas de curvatura préximas
aos outros para registra-lo em minhas anotac@es, vinha um nevoeiro denso que
nio me permitia distingui-lo.

Fatigado, abandonava os umbilicos para ir dormir. Sonhava entio que foca-
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lizava os ciclos. Acompanhava o percurso das linhas que pareciam retornar,
acumulando-se em linhas de curvatura fechadas, mas, quando parecia que poderia
fazer uma observagio decisiva para anoté-la, voltava o incSmodo nevoeiro a cobrir
tudo. ) '

Fatigado, abandonava os ciclos para ir dormir. Sonhava entéo que estudava
a configuragtes de linhas de curvatura proximas dos pontos umbilicos...

Fatigado, ia dormir...

Os ruidos e a luz matinaes, me resgataram desse nada repousante inferno
ciclico.

De manh, 4 primeira hora, retirei para consultar o Darboux (Legons sur la
Theorie des Surfaces, IV, Note 7: Sur la forme des lignes de courbure dans la
voisinage d’un ombilic, 1896} e o Gullstrand (Zur Kentiss der Kreispunte, Acta
Matematica, 1904). :

Interpretei que o primeiro fazia uma descrigfio dos casos de pontos umbilicos
genéricos, caracterizados por condicBes algébricas nas terceiras derivadas da
superficie, os quais também resultavam ter suas configuragdes principais locais
estdveis por pequenas perturbagdes destes coeficientes.

Como era de praxe nos trabalhos de 1886, tratava-se de objetos analiticos;
superficies, no caso.

Como era costumeiro para mim nestas circunstincias, néo esperava entender,
nas primeiras leituras, os detalhes da demonstragdo.
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Fig. 4: Pontos Umbilicos de Darboux s
2= (D (R +Y) +(a/6) P+ (b/2) 3y +{(c/6) Y + 0 {x2+y* )3

Através das figuras e férmulas, ja que ndo podia ler o texto em alemgo, achei
por bem entender do Gullstrand que, depois de revisitar a contribugfo de Darboux,
_ ele propunha um comego de descrigiio dos casos degenerados onde o estudo do
primeiro ndo se aplicava.

Isto parecia ser uma espécie de protocolo para iniciar um estudo das bifurca-
¢Bes dos pontos umbilicos. Fiquei euférico ao vislumbrar 2 conexéo como assunto
que mais me interessava nesse momento.

Essa noite voltou uma variante do sonho da anterior: a bruma tinha-se
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dissipado e os entre-sonhos encaixantes se haviam fundido com o sonho principal
numa unidade onirica simples.
Despertei de madrugada. Escrevi, quase sem hesitar. N

O Problema Fundamental neste assunto consiste em provar os trés pontos
seguintes:

1, - As condigdes necessdrias e suficientes para que wma superficie compacta
seja principalmente estruturalmente estdvel, i.é. no que diz respeito a suas
duas familias de linhas de curvatura, por deformagbes C pequenas destas,
sdo as seguintes:

a. - Os pontos umbilicos devem ser todos como os de Darboux.

b. - As linhas de curvatura periddicas devem ser todas hiperbdlicas, i.é. ter
a derivada da transformagdo de retorno diferente de 1.

¢. - Néio deve admitir conexdes ou auioconexbes de separatrizes umbilicas.

d. - Os conjuntos limites de todas as linhas de curvatura ndo periddicas
devem ser pontos umbilicos ou linhas periddicas.

2. - As condicdes acima definem um conjunto aberto no espago das superfi-
cies, munido da topologia C°.

3. - Toda superficie pode ser arbitrariamente aproximada por uma que
satisfaz as condigdes acima na topologia C.

Trabalhei ansiosamente tentando organizar um esquema de demonstraciio. A
parte 2, da abertura, assim como a suficiéncia das condigSes de a a d, pareciam
factiveis.

Esbarrei nos aspectos globais das condicdes necessdrias e, sobretudo com a
genericidade das condi¢Bes b, ¢, e 4. Estava lancando mfo de toda ‘minha
experiéncia com a metodologia estabelecida por Peixoto, no seu famoso estudo
da Estabilidade Estrutural de campos de vetores em variedades bidimensionais.

Percebi que na minha formulagio era dbvia a influéncia do seu trabalho.

Constatei, com estupor, que ignorava qualquer exemplo de superficie com-
pacta do tipo que havia definido.

Como poderia provar que estas eram densas?

Intrigado, me arrumei e sai para ir direto a procura de exemplos na biblioteca,

Esta tarefa me ocupou durante vérios dias.

Oh frustragdio! Nédo achei um tnico ciclo principal isolado, menos ainda
hiperbélico. Nada encontrei sobre superficies cujas linhas de curvatura fossem
recorrentes, i.€. que violassem a condi¢io estipulada em d, como o fazem os
campos irracionais no Toro,

A problemadtica fundada por Poincaré, quase 100 anos antes, estudada pela
Teoria Qualitativa das Equages Diferencias e um setor dos Sistemas Dindimicos,
ndo havia permeado este aspecto da Geometria Classica das Superficies.
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Invadiu-me um sentimento de profunda soliddo.

Comecei a fazer calculos. Discuti © meu projeto com varios colegas, espe-
cialistas em Sistemas Dinamicos e Geometria. Peixoto estava fora do Rio esse
semestre,

Senti que encaravam meu projeto com interesse e simpatia. Ninguém, entre-
tanto, arriscou um palpite esclarecedor. Quis ver nesta atitude uma ponta de salutar
ceticismo.

Blaine Lawson, de visita ao nosso Instituto , disse-me profeticamente

“Se funciona o gue vocé propde, estard abrindo uma nova drea.”

Meus cdlculos me conduziram a uma férmula para a derivada da transforma-
¢io de retorno para uma linha de curvatura periédica - também dita Transformagfo
de Poincaré - em termos da Curvatura Média e dos Simbolos de Christoffel. Tinha
a esperanca de calcular um exemplo no qual esta derivada fosse menor do que |,
e assim demonstrar que existermn linhas de curvatura periddicas isoladas, ja que as
linhas vizinhas se aproximariam da referida curva fechada. Ver Fig. 5.

Nesse momento nfio conseguia liberar-me das coordenadas locais envolvidas
nos Simbolos de Christoffel, apesar de ser ébvio o cariter intrinseco da derivada
da transformagio em questdo.

Acumulei uma colegiio erorme de dados bibliograficos, a maior parte em
alemio. Entre eles, os concernentes a intrigante Conjectura de Caratheodory:

Toda superficie convexa e compacta tem pelo menos dois pontos umbilicos.

Para ela néio achei registro escrito de sua proposicio pelo autor, Presume-se
que tenha sido feita oralmente.

Intrigou-me tomar conhecimento que Gullstrand, o autor para mim inicial-
mente desconhecido, era nada menos que o Prémio Nobel de Medicina de 1900,
laureado por sua contribuigio & oftalmologia. O trabalho que havia consultado era
a parte matemdtica daquele que havia sido objeto do prémio, e ele havia achado
conveniente publica-lo num jornal matematico.

Embora me parecesse, pelos fragmentos de que dispunha, que estava no rumo
certo, ndo chegava a ter um resultado redondo em relacdo ao projeto que me havia
proposto. :

Os trés pontos do meu projeto se impunham no meu espirito com a forga de
axiomas, mas ndo vislumbrava uma forma de produzir uma demonstragiio mate-
maticamente convincente.

Entretanto, eu continuava pelejando.

Veio o Coléquio Internacional de Sistemas Dindmicos de Salvador, em julho
de 1971. Falei com Thom do problema.
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Foium interessante didlogo de surdos. Para ele os umbilicos eram catistrofes,
morando no conjunto focal. Quando eu fazia uma pergunta sobre as separatrizes
umbilicas de Darboux, ele me falava das cumieiras {(“ridges™) dos umbilicos
hiperbdlicos e elipticos das superficies genéricas. Eu mencionava a rede de linhas
de curvatura na superficie, ele respondia com o conjunto focal no espago ambien-
te.

Nesse ColSquio se firmou meu interesse pelas singularidades, motivado
pelos desenvolvimentos que Mather, af presente, havia feito, e pela promessa de
aplicagdes fantdsticas que Zeeman comunicava com charme impar.

De volta ao Rio, esse assunto se juntou aos outros que constituiam meus
intercsses aparentemente divergentes. Iniciei em 1972 um semindrio sobre as
singularidades.

Entretanto, as linhas de curvatura ¢ os pontos umbilicos continuavam latentes
€I meu pensamento.

Antes de ir para Trieste ¢ IHES em julho desse ano, Carlos Gutiérrez, um
estudante de doutorado, me procurou para que lhe propusesse um problema de
tese. Tirei de minha pasta o Darboux, e sugeri:

“Faga uma prova moderna deste teorema, de modo que o0s mortais possam
cntendé-la. Prove que as superficies propostas em a,..,d, sio genéricas. Atengiio
com a condigio d.”

Levei comigo boa parte do material pertinente nessa viagem, em caso de ter
que corresponder-me com Carlos. Conheci mateméticos suecos em Trieste. Com
todos falava de Gulistrand. Perguntava pelo Jomnal Médico onde ele havia publi-
cado seu trabalho oftalmolégico. Mais de um oferecen mandar-me uma cépia.
Tinha muita curiosidade. Felizmente o artigo nunca chegou a mim. O que teria eu
feito com um artigo em sueco sobre oftaimologia?

Em outubro ou novembro, conheci fugazmente a 1. Porteous no IHES. Ele ja
havia penetrado na relagfio entre os umbilicos de Darboux e os de Thom no seu
artigo de 1971 (The Normal Singularities of a Submanifold, J. Differential Geom.,
5). Entretanto, pareceu-me haver ele aceito as figuras do Darboux, sem objetar
em nada as suas demonstragdes. Para mim, com 2 experiéncia em equagdes
diferenciais que tinha, ou talvez por causa disso, me pareciam estas esconder ainda
detalhes analfticos indecifrdveis. Dai minha sugestiio do problema que havia
proposto ao Carlos,

Recebi dias depois uma carta dele. Havia passado a considerar uma versdio
geral de campos de linhas quaisquer em variedades bidimensionais (superficies
abstratas). Tinha uma versfio coerente de nma Teoria Genéica nesse confexto
abstrato. Entretanto, para o caso especial dos campos de linhas principais em
superficies do espago, o problema por mim proposto, a sua teoria geral ndo
implicava nada de esclarecedor para a genericidade das condicdes a ...d, acima.

Estimulei-o a continuar no caminho que se havia tracado, que também me




42

parecia interessante. Nele convergiu mais tarde para redigir sua Tese de Doutora-
mento.

Ao reencontrar-nos em janeiro de 1973, falamos rapidmntc das dificulda-
des que havia encontrado para atacar meu problema e passamos a considerar o
seu enfoque para um estudo abstrato geral.

Nio voltamos a falar de Darboux nem de linhas de curvatura durante anos.

No segundo semestre de 1975 visitei pela primeira vez Dijon. Pui passar
vérios dias em Paris para assistir a0 Semindrio Bourbaki. Por isso perdi minha
reserva no “Le Montchapet” e fui levado a hospedar-me no pequeno Hotel Monge,
localizado na rua do mesmo nome, no coragdo do fascinante bairro “Dijon
Historique”. L4 fiquei aproximadamente durante uma semana.

Meu amigo R. Roussarie, da Universidade de Dijon, levou-me a conhecer as
vinhas de “La Céte d’Or”. Compreendj, nessa e posteriores passagens pot Dijon,
que a visita 4s famosas vinhas constituia uma rotina tfio obrigatdria como a das
Ruinas Incaicas para os peruanos e a da Grande Muralha para os chineses.

Esticamos a visita até a histérica Beaune, 1.4, depois de percorrer fascinantes
prédios medievais, me defrontel com uma impressionante estitua de Monge, que
foi origindrio dessa cidade. Voltou a minha mente a figura do elipséide e a sua
danga onirica, na ida noite de 1970, narrada anteriormente. Comprei alguns vinhos
da Borgonha e voltamos a Dijon.

Estava excitado com o passeio, intrigado com meu encontro com a estitua e
2 estranha coincidéncia com o nome do hotel. Havia aflorado a lembranga do
problema latente. Desprovido do material bibliografico, me limitei a degustar um
dos vinhos e fui dormir.

Nessa noite tive o mais fantdstico dos sonhos.

Monge apareceu e me perguntou em tom de censura:

“O que vocé fez com meu elipsdide?... o que esté esperando, homem?”

Inicialmente, surpreso e timido, me retrai preventivamente.

Nio sabia como trati-Io, se de “vocé™, de “o senhor” ou de “vosa senhoria”.
Reagindo, como desabafando, repliquei:

“Ele & muito bonito, mas o que é que vocé me diz das outras superficies ndo
quadrdticas, as ciibicas, por exemplo; conhece o caso genérico e a caracteriza-
cdio da estabilidade estrutural nessa classe ow mesmo para as de classe C=7
E as linhas de curvatura recorrentes, por ventura existem, conhece exem-
plos?

Foi entiio ele quem se retratu. O multifacético sustentdculo cientifico da
Escola de Engenharia Militar de Méziéres, inventor da Geometria Descritiva, o
primeiro geométra de grande vulto a dominar a Andlise, corou perplexo.
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Como representante europeu da Matemética do século X VIII, nio poderia
ele entender meu linguajar ¢ problemdtica, tipicos de um anénimo reduto tropical,
nos anos 60, do século XX. Além do mais, o ritmo com que havia formulado
minhas perguntas tinha sido vertiginoso.

Me comoveu ver confuso, mesmo que por fugaz instante, esse gigante da
Matemdtica de outrora (e de sempre).

Refazendo-se, célere, ele replicou: “Do que é que vocg esté falando (Qu’est-
ce que tu veuy dire)?”

Foiassim que eu, um obscuro desconhecido, expliquei ao grande Monge toda
a problematica da Estabilidade Estrutural, das recorréncias e do terrivel “Closing
Lemma”, que o ultrapassavam em quase 150 anos. Me vi tirando exemplos
ilustrativos adaptados de seus prprios trabalhos, Ele entendia tudo com uma
rapidez incrivel, como uma verdadeira esponja matemdtica, absorvia todas as
(para ele) novidades.

Monge néo era de fugir dos desafios, como j4 o tinha demonstrado na batalha
do Egito'. “Pode deixar comigo”, falou, e se instalou a trabathar no meu problema,
sentado na escrivaninha. Preenchia pdginas e mais paginas de cdleulos e belissi-
mos desenhos (usando nestes dltimos a sua técnica do “rebatimento”, familiar para
os iniciados em Geometria Descritiva). Enquanto isso, eu aproveitava o tempo
para preparar o semindrio que deveria dar no dia seguinte. Passaram-se horas.

Finalmente, ele me disse triunfalmente; “Resolvi o seu problema, veja s6...”

Nesse instante, quando me mostrava a primeira folha de suas anotages, bateu
o cruel despertador que e mesmo havia colocado na véspera para levantar-me
cedo e preparar o jé citado semindrio.

Tentei, sem sucesso, dormir novamente para conhecer o desfecho. Repeti
com ansiedade o ritual de beber um copo de vinho... outro, nada!

A frustragio ¢ a soliddo me invadiram novamente. E também o remorso.

Em julho de 1976, reencontrei meu amigo Kupka na Terceira ELAM, no Rio
de Janeiro. Ele me traduzin porges substanciais do Gullstrand ¢ me ajudou a
interpretar seus resultados. Ficou claro para mim que o interesse principal dele
era o conjunto focal, as cumieiras; as linhas de curvatura eram um instrumento.
Fiquei surpreso ao saber que j4 tinha no seu texto a descrigio das figuras dos
umbilicos hiperbélicos e elipticos, no conjunto focal.

Entretanto, nio esclarecia em nada os fundamentos matematicos para justi-
ficar as figuras de Darboux, muito menos as outras mais degeneradas que
considerava no seu trabatho. Estava, nas partes que tinham a ver com equacdes
diferenciais, unicidade das separatrizes umbilicas, por exemplo, longe dos padrdes

1 Consultar os aspectos bicgraficos relativos a Monge em Bell (Men of Mathematics}, Taton (L'Quvre
Scientitique de G. Monge) e Struik (Histéria Concisa da Matematica).
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de rigor da Andlise atual.

Continuei mantendo meu interesse no assunto. Coloquei o material sobre o
problema num saco pléstico, carregando-o de cima para baixe, deixando-o em
casa longas temporadas, quando a pasta estava pesada demais. Retomando-o para
carregd-lo meses depois.

Esse estranho rito me dava a sensagfio de possui-lo, de estar trabalhando no
problema, secretamente.

De fato, de vez em quando, me limitava a um exercicio contemplativo, sem
atar nem desatar as dificuldades fundamentais.

Foi em 1980 que, nfio sei porque motivo, veio uma determinagio da Admi-
nistracio: os pesquisadores deviam organizar-se em equipes, como no futebol, e
apresentar projetos de cooperagio. Esta era uma novidade para nés, acostumados
a receber a solicitaciio do preenchimento de fichas cadastrais cada vez que havia
alguma mudanca nos quadros de administradores. Nao lembro, entretanto, de ter
recebido depois a cobranga do resultado destes projetos conjuntos,

Combinamos com Carlos de juntarmos forgas e trabalharmos em colaboragio
no problema. J4 haviamos desenvolvido em parceria um trabalhio anterior, esten-
dendo o Teorema de Peixoto ao caso de variedades com singularidades.

O progresso foi surpreendentemente rdpido, levando em conta que, simulta-
neamente, cada um de nés trabalhava também em projetos individuais. Os trés
havfamos amadurecido, nds dois e problema.

Desenterrei minha férmula sobre a primeira derivada, T°, da transformagfio
T de retorno para uma linha de curvatura periédica c.

/

Fig. 5. Linha de curvatura periddica hiperbdlica,
com derivada da sua transformagéo de retorno menor do que 1.

Obtivernos, em termos da curvatura média, H, ¢ Gaussiana, K, a enxutissima
férmula seguinte:

Log (T) =% |

o VHP—K
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Equivalentemente, em termos das curvaturas principais k, >k, ja que
H=(A)(k;+ k) e K=k k, , temos:

dk, -

Log(T’):ij P
o 27 KM

Surgiu desta férmula um método para tornar hiperbélicos os ciclos principais.

Usando um método muito préxime ao do blowing-up convencional demos
uma prova que justificava completamente as figuras de Darboux para superficies
de classe C*.

J4 havia aqui uma novidade com relaciio ao caso analitico, cuja prova
Darbouxiana n#o entendiamos totalmente.

Sobre as recorréncias Carlos diagnosticou: A aproximagio C* que as destroi
é possivel, a passagem para C* é muito dificil.

Achamos um exemplo de recorréneias num toro mergulhado, bem distante,
porém, do toro candnico.

As pecas pareciam ter encaixado. Tinhamos uma versfio sustentdvel.

Chegou o Coléquio Internacional de Sisternas Dindmicos, inaugurando o
novo prédio do IMPA em 1981.

Era hora de comunicar amplamente nossos resultados. Em sorteio, ful o
escolhido pelos deuses para ser o expositor.

Comecei a preparar-me, revisando todo o esquema.

Havia diividas. Na véspera da palestra fiquei até tarde com Carlos discutindo
como seria a apresentacdio, Foi entfio que tomamos conscigncia de que ndo
tinhamos nenhum exemplo de reconréncia fora daquele do toro. Mesmo este era
muito técnico e en nfio achava possivel de poder explica-lo geometricamente numa
palestra,

Estavamos na incdmoda situacéio de poder eliminar todas as recorréncias, em
qualquer superficie, por deformagdes C?- pequenas, mas sé termos um exemplo
no toro.

E se alguém fizesse a pergunta?

Pior ainda, e se nio houvessem mais exemplos do que o do toro? Nosso
resultado ficaria entdo muito enfraquecido. Comecei a ficar apreensivo.

A procura se prolongou por horas, sem convergir para uma linha de curvatura
recorrente numa superficie de género 0. Fomos jantar num restaurante de Botafo-
20, para relaxar e continuar a discussao,

E nido & que o fiel Elipséide de Monge, mais flexivel do que nunca, liberan-
do-se de seu cardter estritamente quadritico, reapareceu, monopolizando a dis-
cussfio. Permitiu, de bom grado, deformacBes e contorsdes mesmo nio analiticas,
de suporte arbitrério.

Chegamos a um exemplo. A palestra estava pronta! Devia ser na manha
seguinte.




46

Comecel retropojetando wma transparéncia com o Elipsdide de Monge.
Depois relembrava a maneira de explicd-lo, usando Dupin. Comentava a
auséncia de exemplos globais ndo triviais, fora daquele, Prometia desvendar
o mistério das configuragdes principais genéricas. Depois, enunciava nosso
resultado, insistindo na limitacdo na classe da aproximagdo C2 Terminava
conclamando os ouvintes a elevar esta classe para 3, resolvendo um dos
problemas que ficaram em aberto com relagdo a meu plano inicial (encon-
trando-se este nesta escancarada situacdo, até hoje).

Curiosamerte nenhum dos peritos em Sistemas Dindmicos e recorréncias ali
presentes perguntou por exemplos. Comecava a ficar desapontado quando alguém
interrogou-me:

“Nio sei porque vocg faz a hipdtese d; nfo conheco nenhuma superficie que
n#o a satisfaga.”

Desenhei um elipséide de revolugéio, deformei uma parte dele para, perto dos
polos, ser como um de eixos diferentes com seus quatro pontos umbilicos em
evidéncia, mantendo-o préximo ao equador como sendo de revoluggo.

Fiz rodar em torno do eixo maior, de um angulo 8, somente o hemisfério
norte de minha superficie. Por causa da simetria rotacional vigente em torno ao
equador era esta uma familia de superficies de classe C=.

As linhas de curvatura se tornaram densas na nova superficie para todos os
angulos de rotacéio 6 , incomesurdveis com relagioa2 it !

De fato, a transformag&o de segundo retorno ao circulo equatorial resulta ser
uma rotagio de dngulo.28 2

Houve uma reagfio de interesse e simpatia vinda de numerosos participantes,

En fiquei gratificado de constatar o Elipsdide de Monge, depois de quase 12
anos de convivéncia comigo, havia respondido 2 altura dos acontecimentos.

A redacdo final do trabalho, a dividimos em duas partes. Uma foi para
Asterisque, Vol 98-99, e a outra para Springer Lecture Notes in Mathematics, Vol.
1007.

Epilogo

No primeiro semestre de 1990, por ocasifio de “I’ Année Spéciale de Sistemes
Dindmiques” patrocinado pelo CNRS Francés, dei em Dijon um mini curso sobre
Linhas de Curvatura e Pontos Umbilicos.

2 Fato conhecido em EDQ, Ver livro do autor Ligdes de Equagdes Diferenciais Ordindrias, Proj. E'uclides.
IMPA, 1979, pp, 94 & 233,
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Voltei a visitar as obrigatérias vinhas. Bebi novamente o vinho da Borgonha.
Hospedei-me no Hotel Monge. Foi ali que organizei as 4 palestras que profert
nessa ocasifio. A

Surgiu, entfio a idéia de escrever um livro expositdrio que contasse, com mais
vagar, a histéria que estava resumindo no breve curso.

Seria a influéncia do velho Monge agindo também neste caso?...

Em 1991 escrevi com Carlos Gutierrez um pequeno livio de vocaggio didética,
por ocasifio do curso preparado para o 18° Coléquio Brasileiro de Matemdtica
(Lines of Curvature and Umbilic Points on Surfaces). Abordamos os resultados
iniciais contidos nos dois primeiros trabalhos, incluindo mais detalhes sobre os
fundamentos da teoria e a sua motivagiio. Algumas passagens dificeis dos artigos
originais foram reformuladas e simplificadas. Os exemplos de recorréncias foram
aprimorados e reescritos em bases mais conceituais, particularmente o do Toro.

Também foi dada uma idéia de linhas de pesquisa que se desdobraram desta
drea assim como referéncias bibliogrificas mais atualizadas.

Persiste a vontade de completar este livro, incluindo o estudo das bifurcagBes
genéricas e uma lista explitica dos urgentes problemas ainda em aberto.

Talvez seja apropriado dar inicio a este projeto no Hotel Monge, numa
proxima visita a Dijon, se a tanto me ajudar o engenho e arie...
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