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Tendéncias em programacao
nao linear de grande porte

José Mario Martinez

RESUMO: Neste artigo estudamos métodos numeéricos para minimizar
funcdes com restri¢Ges nio lineares, quando o nimero de varidveis ou de restricSes
€ grande. Adotamos um ponto de vista unificador: todos os métodos podem ser
interpretados como procedimentos para dotar de propriedade de convergéncia
global os algoritmos newtonianos usados para resolver as condi¢des de otimali-
dade de primeira ordem. No centro de todos os algoritmos analisados estd o
problema de minimizar uma fingio quadritica em uma caixa n- dimensional,
chamado aqui Problema Quacan (Quadritica Canalizada). Mostramos que exis-
tem algoritrmos (teis para problemas gerais de grande porte precisamente devido
existéncia de bons métodos para resolver problemas Quacan de grande porte,
Estudamos Programagio Quadritica Seqiiencial, Penaliza¢@io, Pontos Interiores €
Lagrangeano Aumentado, os trés tltimos sob um ponto de vista homotdpico.

1. Programacéio Nio Linear

Todos os livros de Céleulo em vérias varidveis incluem um capitulo sobre
minimizagio de fungdes. Em geral, se fala de minimizar fungGes de n varidveis
“sem restrigdes”, e de minimizaggo “com vinculos” (ou restrigdes de igualdade).
Os estudantes estfio acostumados com expressdes como “condigcdes necessérias”,
“pontos criticos” e “multiplicadores de Lagrange”. A Programagéo Néao Linear €
um desenvolvimento desse capitulo. Concretamente, chamamos Problema Geral
de Programagéio Nio Linear (PNL) a

* Trabalhe financiado pela FAPESP {Prcjeto Tematico 90-3724-6) e FAEP-UNICAMP. Apresentado no
Encontro Campineiro de Otimizagic ECQ 92, Campinas, 25 de agosto de 1982.
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Minimizar J{x)
sujeita a A(x)=0 (LD
g(x) <0 AN

onde h:IR*—IRm,g:IR"— IR, ef,g,h admitem pelo menos derivadas
primeiras continuas. O problema de minimizagio (1.1) inclui m restricSes de
igualdade, #,(x)=0, ..., h(x) =0, eq restricdes de desigualdade,

g <0, ..., g <0, oqueéum pequeno acréscimo na complexidade do
problema, em relagfio ao tratamento dos livros de Calculo. Adedugio de condigdes
necessdrias para que um ponto x, € IR" seja solugio de (1.1) nfio € dificil,
partindo do teorema dos multiplicadores de Lagrange. Essencialmente, minimi-
zadores de (1.1) satisfazem esse teorema, com condigSes adicionais referentes ao
sinal dos multiplicadores correspondentes as restri¢des de desigualdade. Contudo,
tal como sucede em outras dreas de Matemitica, por exemplo, em Equac¢Ses
Diferenciais, o conjunto dos problemas que podem ser resolvidos analiticamente
se reduz a uns poucos problemas “de brinquedc”. Isso faz com que existam
imimeros métodos numéricos para encontrar solugdes aproximadas do problema
(1.1), adaptados a diferentes tipos de problemas PNL, e com diversos graus de
eficiéncia. Deste ponto de vista, a Programac#io N#io Linear € um ramo da Anélise
Numérica.

Assim, o problema PNL se formula com recursos muito elementares de
Matemadtica, e é bastante antigo. Porém, o nome “Prograrnago Nao Linear” foi
introduzido apenas na segunda metade de nosso século. Nos tiltimos anos da
Segunda Guerra Mundial, G. B. Dantzig, trabalhando para o exército dos Estados
Unidos, criou o primeiro método prético para Programagio Linear, termo com
reminiscéncias estratégicas que foi introduzido para designar o problema de
minimizar uma funcfo linear com restri¢Bes lineares. O incipiente desenvolvi-
mento dos primeiros computadores fez com que esse método (chamado “Método
Simplex”, e usado até hoje) fosse cada vez mais usado, primeiro para resolver
modelos de Programacdo Linear derivados de problemas militazes, e depois de
problemas de Economia, Planejamento, Alocagio de Recursos, etc. Resolver
problemas “lineares™ ¢ muito mais facil que resolver problemas “nfio lineares”,
portanto, os primeiros métodos eficientes para resolver Programagéio Néo Linear,
junto com a prépria introdugo da denominagio do nosso problema (1.1}, demo-
raram alguns anos em aparecer. Ainda hoje, o modelo de Programacéo Linear é
muito mais usado nas aplicagBes que o de Programaciio Nio Linear, o que néio
significa que a realidade seja intrinsecamente linear, mas que em muitos casos é
mais conveniente simplificar o modelo e resolver um problema mateméatico mais
fécil, que encarar um problema matemético muito dificil, correspondente a um
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modelo “realista”, Obviamente, existem infinitos matizes desta discussio,

O desenvolvimento dos computadores também permitiu, nos dltimos 40
anos, a resolucio de problemas de tamanho cada vez maior, Como sempre, a
Programacao Linear esteve na frente nessa tarefa, e 0s primeiros métodos razod-
vels para resolver PNL com muitas vardveis sé surgem na década de 60. No
entanto, ha menos de dez anos, com Karmarkar [1984], se inicia uma revolugio.
Aparece um conjunto de novos métedos para Programaciio Linear, chamados
Meétodos de Pontos Interiores (ver Gonzaga [1992]), que parecem competir com
vantagem em relacfio aos métodos tradicionais (variagdes do vetho Simplex),
Justamente em problemas de grande porte. O paradoxo é que a natureza desses
novos métodos &, essencialmente, nfio linear e alguns deles podem ser obtidos
como casos particulares de velhos (e desprezados) métodos para Programacio
Nao Linear! Este surpreendente fato sugere que técnicas, novas e velhas, para PN,
merecem ser estudadas nio apenas porque pensamos que existem problemas reais
cuja simplificacéio linear € impossivel, mas também porque as técnicas podem ser
competitivas com as lineares quando a simplificaciio & possivel, e inclusive
quando o probelma ja foi simplificado.

Neste trabalho, trataremos de problemas PNL da forma:

Minimizar f(x)
sujeita a A(x)=0 (1.2)
x)=0

Essencialmente, todo problema da forma (1.1) pode ser levado & forma (1.2).
Com efeito, basta substituir, em (1.1), cada restri¢io de desigualdade g(x) <0

" pelo par de restrigSes g{x) +z;=0 ¢z, = 0. De fato, depois destas substituigdes

pode ser que algumas restrigdes do tipo x; =0 nfio aparecam em (1.2). Porém,
tudo o que serd exposto sobre a forma (1.2) é facilmente reformuldvel para o caso
em que nem todas as varidveis x, sfo limitadas inferiormente. Logo, falaremos
apenas da forma (1.2) para simplificar nossa exposigio.

Vamos precisar o que entendemos por um problema de Grande Porte. Como
vimos acima, quase todos os problemas de PNL sfo resolvidos usando computa-
dores. Como cada computador tem uma certa capacidade de memdria e de
processamento, a classificagio de um problema como “de grande porte” depende
do contexto computacional onde vai ser resolvido.

Algoritmos capazes de lidar com problemas grandes serfio chamados neste
artigo de Algoritmos para Grande Porte, abreviadamente AGP’s. Certamente,
uma maquina particular ndo pode resolver os problemas nos quais a quantidade
de dados necessdrios para sua definiciio excede a meméria. Nesse caso, nada
pode ser feito, ou quase nada, ja que o uso de memdria adicional, lenta, envolverd
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tempos intolerdveis de processamento.

Portanto, os AGP’s se ocupam de problemas grandes, mas que podem ser
definidos usando a meméria disponivel. Assim, a caracteristica essencial de um
AGP ¢ que a quantidade de memdria que usa para resolver um problema estd
proxima da memdria necessdria para sua formulacéo.

Por exemplo, suponhamos que nossa memdria permita armazenar 10000
Tdmeros reais, & que precisamos resolver wm sistema linear de 200 linhas e 200
colunas. Aparentemente, este problema nfio pode ser definido no contexto do
nosso computador, Esse seria o caso se os coeficientes da matriz fossem 40000
nimeros sem conexdo visivel, digamos, de origem empirica. Porém, em algumas
ocasifes, 0 sistema pode ser definido na meméria da nossa maquina. Isto acontece
quando:

(a) Apenas uma pequena porcentagem dos elementos da matriz é diferente de
zero. Neste caso, & necessédrio armazenar apenas os elementos niio nulos.

(b} Apesar de nfo nulas, as entradas da matriz obedecem alguma-lei de
formagiio.

Em ambas situa¢Bes, a quantidade de informagio necesséria para definir o
problema pode ser pequena, ¢ caber perfeitamente na memdria. Como veremos,
os métodos iterativos para resolver sistemas lineares sao AGP’s adequados para
essSes Casos. :

Na realidade, “meméria” ndo € o tinico fator que nos leva a usar um AGP.
Com efeito, mesmo tendo suficiente meméria disponivel, se a informaggo gerada
pelo algoritmo € moderada, € fregiiente que o trabalho computacional assocjado
também seja moderado e que, em conseqiiéncia, sua utilizagdo se justifique ndo
por questdes de espaco, mas de tempo.

Nas se¢es seguintes tratarernos de algoritmos para problemas de Otimizaggo
de Grande Porte, usando a cacterizagfio de AGP mencionada acima,

Usaremos o seguinte enfoque. As condiges necessdrias de otimalidade de
primeira ordem de um Problema Geral de Programacfio Néo Linear, que introdu-
ziremos na secfio 2, formam um sistema de equagdes ndo lineares. Este é, em
esséncia, o velho sistema dos multiplicadores de Lagrange estudado em Célculo.
Portanto, os algoritmos disponiveis para resolver sistemas ndo lineares de grande
porte merecem consideragio. Na se¢fio 3, introduziremos o método de Newton
Inexato, que, no momento, € a ferramenta mais importante para esse tipo de
problema. O método de Newton Inexato, como o préprio método de Newton, os
métodos Quase-Newton e outros métodos para resolver sisternas néo lineares, na
sua forma bésica, tem apenas convergéncia local, isto &, seu sucesso € teoricamen-
te garantido apenas se temos um ponto inicial suficientemente proximo da solugfo.
Nas se¢bes 4 e 5 estudamos duas formas diferentes de modificar o método de
maneira a dotd-lo de propriedades mais globais de convergéncia: Globalizagéio
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por Otimizagéo e Globalizagio por Homotopias. Nas segSes 6 a 9 introduzimos
vérios dos métodos mais populares para resolver problemas de Programaggio Nio
Linear de grande porte, e os intepretamos como diferentes maheiras de globalizar
o sistema das condi¢Bes de otimalidade por Otimizag#o ou por Homotopias. Na
segdo 10, de conclusdes, destacamos a importincia de resolver eficientemente o
problema mais bésico, que estd por trds de todos os métodos estudados: a
minimizacio de uma fiun¢io quadritica em uma caixa n-dimensional.

Notagdo. Ao longo deste artigo 4’(x) denotard a matrz Jacobiana de
h(x} . Denotamos AT a transposta de uma matriz A. Assim /2’ ()7 = (Vh, (x) , ... ,
Vh,(x)} . Amatriz Hessiana de f{x) serd denotada V2 f{x).

2. As Condigdes de Otimalidade

Consideramos o problema (1.2). Se x e IR* ¢ uma solugio (minimizador)
de (1.2) e se os gradientes {Vh xy, L, th(x)}, junto com os vetores da base
candnica que correspondem 4s componentes nulas de x, formam um conjunto
linearmente independente (Hipdtese de Regularidade), sabemos que existem
yeIR"eze IR, x>0,z 20, tais que

VAx)+ () y—z=0
hx)=10 2.1
xz;=0

paratodo i = 1, ..., n. Ver, por exemplo Luenberger [1984], Fletcher [1987].

As condigBes (2.1) sdo conhecidas como CondicSes de Otimalidade de
primeira ordem, Condi¢Ses de Karush, Kuhn e Tucker, ou, simplesmente, condi-
¢Bes KT. Quando o problema (1.2) ndo tem restrigdes de desigualdade, as varidveis

z; mdo aparecem em (2.1). Neste caso, (2.1) corresponde ao cldssico teorema dos
Multiplicadores de Lagrange.

Em vérios casos importantes, por exemplo, quando as restrigdes de (1 2) sfio
lineares, a hipétese de regularidade nfio é necessdria. Em outros €asos, que
envolvem propriedades de convexidade, as condigBes KT sio suficientes para que
x seja minimizador global de (1.2). Chamaremos pontos estaciondrios, pontos
criticos ou pontos KT, aos ponios que satisfazem as condi¢des KT, independen-
temente de que sejam minimizadores de (1.2) ou nio.

(2.1) € um sistema nfo linear de 2r + m equagdes e incognitas. As incdg-
nitas siio o vetor “candidatoa soluciio” x e IR", o vetor de multiplicadores de
Lagrange y € IR, e o vetor z € IR* chamado “vetor de folgas duais”. Quando
ndo hé restricSes de desigualdade, este vetor nio aparece. Portanto, encontrar um
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ponto KT significa resolver um sistema nio linear de equac@es, onde também €
exigido que x ez sejam ndo negativos.

Infelizmente, encontrar um ponto estaciondrio nfio € exatamente o mesmo
problema que resolver (1.2). As diferencas entre os dois problemas se devem ao
seguinte:

a) Em alguns casos, existem solu¢des néo regulares de (1.2). Considere, por
exemplo, o problema trivial de minimizar x sujeitoa x2=0.

b) Como foi dito acima, as condigdes KT nem sempre sio suficientes. Um
ponto KT pode ndo ser minimizador global (nem local!) de (1.2}. Isto € especial-
mente dramético quando o problema néio tem restricdes de desigualdade ja que,
neste caso, as condi¢des KT para maximizador e para minimizador sdo as mesmas.

Apesar desses inconvenientes, o sistema das condigdes KT inspira a infroducio
de métodos para resolver (1.2). Defato, pensar (1.2) através de(2.1) ¢ uma das maneiras
melhor sucedidas de encarar problemas de Programacfio Niio Linear de grande
porte. Esta ndo é uma “‘verdade absoluta”. Pode ser argumentado, com razdo, que
esse enfoque oculta excessivamente a estrutura de otimizagio de (1.2). Porém,
entendemos que € uma verdade relativa ao estado da teoria e software em 1992,

3. Resolucio de Sistemas Nio Lineares

O sistema (2.1) € ndo linear. Com algum abuso de notacéo (substituir (x,y,z)
porx e 2n + m por n) podemos escrevé-lo na forma

Flx}y=0 3.1)

onde F: IR" — IR".

Nem todas as solugdes de (3.1) nos interessam, mas apenas as que satisfazem
certas restrigdes de positividade nas variaveis. Portanto, o problema de encontrar
um ponto KT consiste em resolver um sistema do tipo

Fex)=0 } (3.2)

I<x<u

onde os vetores Lu que definem a caixa [<Sx<u podem ter componen-
tes eo ou —eo |
O método mais popular para resolver F{x)=0 € o método de Newton. Ver

Ortega e Rheinboldt [1970], Dennis e Schnabel [ 1983]. Este é um método iterativo onde,
dada uma aproximagdo x* a solugfio de (3.1), considera-se a aproximacio linear

F(xY) = LHx) = FOM) + F () (x — x5 (3.3)

e o iterando xf*! & uma solugio de Lf(x) =0 (Gnica se F” {x*) & nio siﬁgular).
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Portanto, em cada iteracfio do método de Newton, é necessirio resolver o sistema
linear
N

Aus =— F(x5) (3.4
onde A,=- F'(x)

Se o problema (3.1) ¢é de grande porte, serd necessdrio usar um AGP na
resolugdo de (3.4). Se a matriz 4, € esparsa (poucos elementos diferentes de
zero), € provavel que o sistema (3.4) possa ser resolvido usando écnicas de
fatoracdio LU esparsa (Duff, Erisman e Reid [1986]). Essencialmente, estas
técnicas resolvem um sistema linear usando variagSes da eliminacfio Gaussiana
classica, mas tendo o cuidado de armazenar apenas os elemenios diferentes de
Zero que aparecem no processo. Geralmente, os algoritmos de fatoragio LU
esparsa precisam mais memdria que a necesséria para armazenar a matriz original,
Esta meméria adicional ¢ chamada enchimento(fill-in) e o seu volume depende
da estrutura da matriz. De modo geral, elementos ndio nulos longe da diagonal
produzem muito mais enchimento que “nfo-zeros” perto da diagonal.

Infelizmente, € freqiiente que a estrutura da matriz seja tal que o enchimento
provecado pela fatoragiio LU seja intolerdvel. Nesses casos, (3.4) nio pode ser
resolvido por um método direto, baseado em fatoragBes, e devemos fazer uso de
um método iterativo para sistemas lineares. Esses métodos tem a propriedade
central de usar, essencialmente, a mesma memoria para resolver o sistema que
para armazenar os dados. Ver Golub e Van Loan [1989], Young {1989]. Atual-
mente, os métodos iterativos preferidos para resolver sistemas lineares sio os
baseados em gradientes conjugados (Hestenes e Stiefel [1952], Golub e Van Loan
[1989]).

ConsideracBes tedricas e priticas (Dembo, Eisenstat e Steihaug [1982])
recomendam que, quando o método iterativo linear é aplicado a (3.4), o critério
de parada seja

I Ags + FGy 1< 01l #G) Il (3.5)

com 0 = 0.1. Em outras palavras, o algoritmo iterativo & aplicado ao sistema (3.4)
até que um iterando s satisfaz a desigualdade (3.5). Quando isso acontece,
adotamos § como novo incremento, ou seja, definimos x*+!'=x*+5 .

O método para resolver (3.1) baseado em (3.5) chama-se Método de Newton
Inexato. Um problema importante na implementaciio deste método, comum 2
implementaco dos métodos do tipo gradientes conjugados para sistemas lineares,
¢ a escolha de um bom precondicionador.

Brevemente, um precondicionador do sistema linear Az = b é uma matriz H

tal que o método de gradientes conjugados aplicado a H Az= Hb , ou a algum
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outro sistema linear equivalente, converge muito mais rapidamente que quando
aplicado ao sistema original. Idealmente, H deveria parecer-se com A~', mas ao
mesmo tempo deve ser ficil de computar. Uma escolha simples e freqiientemente
efetiva é fazer Higual & matriz diagonal cujas entradas s3o os inversos da diagonal
de A. Também sfo escolhas populares as fatoragSes LU incompletas de A.
Qualquer precondicionador cldssico para sistemas lineares pode ser usado
em conexdo com (3.4). Porém, a observagio de que (3.4) nio é um sistema linear
isolado, mas esté relacionado com outros sistemas do mesmo tipa que apareceram
nas iteragdes anteriores, nos leva a uma anélise mais profunda. Por um lado, é
provével que um bom precondicionador H, paraosistema 4,s = — F(x*) também
seja bom para o sistema A, ,, s = —F(x** ') . Por outro lado, podemos nos pergun-

tar se no processo de mudanga de k para k+ | aparece informacdo que poderia
nos ajudar a conseguir um precondicionador H;,; melhor. Uma idéia promissora
neste sentido consiste em fazer que H,,, satisfaca a chamada Equacio Secante:

Hyoy [F(x**1) = FOA] = x4+ - 25 (3.6)

O atrativo de (3.6) provém de duas fontes. Por um lado, esta equagio €
aproximadamente satisfeita por Az}, . De fato, pelo Teorema do Valor Médio,

1
[f P (et e (oot = x9) di 7 [F (601 = Py = k) b 3.7)
1]

Por outro lado, matrizes com a propriedade (3.6) podem ser obtidas com custo
muito baixo a partir de H, . Os precondicionadores baseados na equagio secante
(3.6) tem propriedades tedricas interessantes do ponto de vista da convergéncia
geral do processo para resolver (3.1} (Martinez [1992]). Os populares métodos
Quase - Newton, que usam a equaggo (3.6), podem ser considerados como formas
radicais de precondicionar de maneira secante a equagio (3.4).

4. Globalizacdo por Otimizac¢do em Sistemas Nio Lineares

Quando se fala de sistemas n#o lineares (SNL), € usual enfatizar as proprie-
dades de convergéncia local dos métodos.

Um resultado tipico de convergéncia local diz que, dada uma solugfio x* de
(3.1), com propriedades razodveis de existéncia e invertibilidade do Jacobiano,
existe uma vizinhanga V, tal que, paratodo x° € V , o método correspondente esta
bem definido ¢ a seqiiéncia gerada converge a x* . Este resultado € geralmente
acompanhado por resultados de ordem de convergéncia. Por exemplo, o método
de Newton tem, sob hipéteses adequadas, convergéncia quadrdtica, o que signi-
fica que, assintoticamente, o erro na iteraciio k+ 1 € proporcional ao quadrado
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do erro ma iteragfio k. O método de Newton Inexato baseado na condicdo de
Dembo, Eisenstat e Stethaug(3.5) tem convergéncia linear. Isto €, existe uma
norma il e um ndmero r e (0,1) tal que para k suficientemente grande,

Mxk+t—x, IS rllxd—x. 0. 4.0

Finalmente, com uma utilizagfo cuidadosa de precondicionadores secantes,
o método Newton Inexato exibe convergéncia superlinear:
. b+ — x|l
lim ————=
ke xb—x |l

(4.2)

Os resultados de convergéncia local e de ordem de convergéneia sdo impor-
tantes porque, freqiientemente, explicam o comportamento dos algoritmos nas
prética. Porém, métodos confidveis para resolver (3.1) ou (3.2) devem oferecer
garantias tedricas de convergéncia mais poderosas, dadas por resultados de
convergéncia global. As propriedades de convergéncia global dizem que o método
¢ capaz de gerar, em tempo finito, um ponto tio préximo de uma soluciio quanto
se deseje.

Em geral, os métodos locais bisicos (Newton, Newton Inexato, Quase
Newton) nfio tem propriedades de convergéncia global. Portanto, podem nfio
convergir se o ponto inicial nfio estd suficientemente perto da solucio. Tais
métodos devem ser convenientemente modificados, de maneira a dotd-los de
convergéncia global, sem prejudicar suas boas propriedades de ordem de conver-
géncia.

Existem duas estratégias fundamentais para “globalizar” um método local:
Globalizagfio por Otimizagéo ¢ Globalizagio por Homotopias. Nesta secio nos
ocuparemos da estratégia de Globalizagio por Otimizagao para resolver (3.2). A
idéia bésica e transformar o problema (3.2) em um problema de minimizaggo com
restricBes simples:

.l\./hmrmzar fx) } 4.3)
sujeita a I<x<u

E claro que (4.3) tem um interesse mdependente em Otimizaco, ndo apenas
relativo a sua conexdo com (3.2) ou (2.1). No caso em que (4.3) ¢ originado em

(3.2), & usual escolher flx) = % it F(x) 1? . Porém, se, por sua vez, o sistema (3.2)

provém de condigBes de otimalidade, como (2.1), outras escothas de f, que
igualmente garantem a equivaléncia entre (3.2) e (4.3), podem ser mais eficientes.
De um modo geral, chamamos a f a Fungdo de Mérito associada com (3.2).
Consideremos agora o problema de desenvolver um AGP associado ao
problema (4.3). Os métodos mais eficientes para resolver (4.3) com convergéncia
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global se associam naturalmente com o método de Newton Inexato do qual
falamos na Se¢io 3. Daremos uma descricio sucinta de um desses métodos
(Friedlander, Martinez e Santos [1992a].} Aiteracfo tipica é dada pelo Algoritmo 4. 1.

Algoritmo 4.1. Sejam x*e [R",I<x*<u, B, uma matriz simélrica,
B ISM, ,A=AZ2AL >0, e (0,1).
Passo 1. Encontrar uma solugdo aproximada x* (A) de

Minimizar v, (x) = % Gr— 2T By (x — x4 + VAT (x — 59
saa [€£x<u (44
hx—xIl_<A
tal que

v, (X HAY Sy (xh (A)) (4.5)

onde x4 (A) ¢ a projecio de x* — A fx¥)/M; na caixa definida por
Isx<uylix—-x <A,

Passo 2. Se f ( x ® (A)) 1 (x5 + oy (x5 {A)) (4.6)
fazer xt+!=x* (A) . Caso contrdrio, fazer A = Il x* (A) — x* 172 & voltar ao passo 1.

Arelacio entre o Algoritmo 4.1 e o método de Newton Inexato se da através
do Passo 1. A escolha de B,, em cada interaciio do algoritmo, ndo afeta,
teoricamente, sua convergéncia global, porém a eficiéncia do método serd maior
se W, éumaboa aproximacfoquadrdticade f emtornode x* . Uma possibilidade,
para o caso em que f{x) = IIF(x)? € escolher:

u%@:%ﬁFaﬂ+Fuﬂu—ﬂHH. 7 | @7

Com esta escolha, V f{xt) = F'(x)T F(xt) e By = F*(x5)T F*(x¥) .
Se [ = —oo, u = oo, A = oo, uma solugiio aproximada de (4.4) com a definiggo (4.7)
de v, , cortesponde a uma solugio aproximada de

F (x4 (x — x*) = -F(x%), {4.8)

que é o sistema newtoniano (3.4). Portanto, o Algoritmo (4.1) tenderd a se
comportar exatamente como o método de Newton Inexato se os limites Lu e A
ndo condicionam a soluciio de (4.4). De fato, isso é esperado nas proximidades de
uma solugiio de (3.1).

A convergéncia global do Algoritmo 4.1 foi estabelecida em Friedlander,
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Martinez e Santos [1992a]. Sob condi¢des razodveis, todo ponto de acumulaciio
de uma seqiiéncia gerada pelo algoritmo é um ponio estacionério do problema
{4.3). Observemos que nio estamos garantindo que minimizadores globais de
{4.3) possam ser obtidos, mas apenas pontos K7. Obter minimizadores globais de
problemas de Otimizagio de grande porte sem hipdtese fortes sobre a funcio
objetivo estd bem além do presente estigio de desenvolvimento em Qtimizacio.

O Algoritmo 4.1 serd um AGP s¢ ¢ somente se o método utilizado para
resolver aproximadamente o subproblema (4.4) € um AGP.

Agora, (4.4) é o problema de minimizar uma quadratica em uma caixa n -
dimensional. Com algum abuso de notagfio, podemos reescrever esse problema
como

Minimizar y(x)= %x‘" Bx+cTx } @.9)

sa. I1€x<u

De novo nos encontramos aqui com um problema que tem interesse por si
mesmo, embora tenha sido introduzido como subproblema para a resolugio de
outro. {4.9) é chamado Problema Quacan,

Aregifio factivel C={xe IR" 1 [<x<u} de(4.9) pode ser dividida em um
nimero finito de faces na seguinte forma:

Seja I {1,2,...,nn+1,. 2n] . Definimos F;,a face associada com 7,
assim:

Fi=lxe Clx=lseie I, x;=u; sen+iel,
L <u; nos outros casos) 4.10)

Os AGP’s mais eficientes para resolver o Problema Quacan usam de maneira
decisiva processos de busca em caminhos poligonais. Aidéia € a seguinte: Dado
xe C,de IR", consideramos

Lixd)={yeR" | y=x+Ad, A20]. @.11)

Paracada A = 0 chamamos P(x + Ad) aprojegiiode x + Ad em C . Qu seja,
paratodo y e IR

U; se yi>u;
POY=41 se y, <l (4.12)
¥: nos outros casos .

A simplicidade no célculo de projegSes em C possibilita a definicio de
algoritmos baseados em caminhos projetados. Dado um ponto x*e C e uma
“boa” direcio d*, a busca no caminho projetado definido por x* e d* consiste em
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achar um ponto da forma x*+! = P(x* + Ad¥) tal que f(x*+!) € “suficientemente
menor” que f(x*) . Quando d*=-V f(x*} falamos de métodos de projecio do
gradiente. Bm problemas de grande porte, com a busca em caminhos projetados,
a face 3 qual x**! pertence pode ser muito diferente da face de x* . Em casos
extremos, x* e x**' poderiam até estar em vértices opostos.

Embora os caminhos projetados possibilitem radicais mudancas de face (a
importincia disto em problemas de grande porte € enorme!), um algoritmo
eficiente nio pode estar baseado apenas em caminhos projetados devido a que, as
vezes, ficar na face atual & alternativa mais razodvel que promover uma mudanca
rapida. Um caso extremo € quando o minimizador de (4.9) € um ponto interior, e
a aproximagiio inicial também. Neste caso, e em outros casos menos radicais, o
que precisamos é um AGP rdpido que nos permita explorar eficientemente a face
atual. Tal requisito nos leva a escolha de um bom método para minimizar uma
quadrética de grande porte sem restricdes, para o qual o método de gradientes
conjugados é a escolha natural.

Resumindo, bons métodos para resolver o Problema Quacan de grande porte
devem combinar de maneira inteligente gradientes conjugados para percorrer as
faces e buscas em caminhos projetados para sair delas. Métodos com essas
caracteristicas (Bertsekas [1982], Moré e Toraldo [1989, 1991}, Friedlander e
Martinez [1992], Friedlandere, Martinez e Santos [1992a]} sfio essencialmente
aptos para grande porte porque a manipulacio de matrizes se reduz a produtos
matriz X vetor.

A globalizaciio por otimizagio também tem limitacBes. Com efeito, nio
existem AGP’s para resolver (4.3} que garantam convergéncia a minimizadores
globais, sem hipéteses fortes sobre f. Como foi falado acima, aplicacio de um
AGP a (4.3) garante apenas que um peonto estacionério serd encontrado.

5. Globalizacao por Homotopias em SNL.

Na sec¢do anterior vimos que um método local para resolver F(x) =0 pode
ser “globalizacfio” através de sua transformaciio em problema de minimizagdo,
inclusive sem dificuldades para a inclusfio de restrigdes “de caixa” I<x<u.

Outra técnica popular para resolver (3.1) quando a aproximacio inicial ndo
é boa se baseia em homotoptas. Uma homotopia para este problema é uma fungio
H(x,6): IR"x IR — IR

Hx1)=F(x), }

Hx,0)=0 (5.1)

Se H satisfaz (5.1), é de se esperar que
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F={(xHe R"xIRIHx)=0,0<r<1} (5.2)

seja uma curva que conecta aaproximagio inicial x° comumasolugdo x* . Astéenicas
homotdpicas consistem em percorrer T' desde =0 até r=1 de maneira
confidvel e eficiente. Naturalmente, a fixagfio dos extremos em O e 1 & arbitrdria.
Veremos mais adiante que #s vezes é mais cémodo fixar um extremo em 7= .

Os primeiros a propor a idéia homotdpica foram Lahaye {1984] e Davidenko
[1955]. O principic homotépico é simples e bastante popular. De fato, é uma das
técnicas numéricas citadas no artigo Numerical Analysis da Encyclopedia Britannica.

Algumas vezes, a homotopia tem um interesse por si mesma e, em outros
€4508, Nos Interessa apenas a soluglo de H{x,1) =0 . Neste artigo nos ocupamos
somente desta situagio. Isto tem clara conseqiiéncia pratica. Com efeito, se apenas
a solucfio de H(x,1) =0 nos interessa, faz sentido suspender o tragado da curva
I' quando ¢ estd préximo de 1, e tentar nesse momento a passagem para um
método local. Em geral, isto serd mais eficiente que insistir no respeito excessivo
pelo tragado da curva.

Infelizmente, o conjunto T’ nem sempre é um segmento de curva razogvel.
Pode ser que, tragando I" a partir de x°, jamais seja atingida a solucdo, Porém,
alguns resultados cldssicos de Geometria Diferencial podem nos ajudar na tarefa
de identificar situagSes em que o tragado de I' conduz soluciio de (3.1). Se
H(x)=(H, (x0),H, (x,t)) tem posto n para todo (r0)e H' ({0}) entio
H-' ({0)) é uma unifio discreta de curvas homeomorfas a IR ou circunferéncia
S§*' . Ver Milnor [1969]. Neste caso, cada componente de H- ({o}) pode ser tracada
eficientemente usando métodos numéricos. A condigio de que H(x,) tem posto x
resulta, em muitos casos préticos, da aplica¢io de um teorema de Chow Mallet-
Paret ¢ Yorke [1979]. Ver também Watson [1979 a, 1979b]. Contudo, isso nio
garante ainda que a componente de H-! ({0}) que passa por (x°, 0) atinja (x*, 1) .

Agora, se H(x,0) = 0 temx® como tinica solugiioe H, (x°, 0) é nfio singular,
pode ser provado que a componente de H-'([0]) que passa por (x°,0) é homeo-
morfaa /R . De fato, hipéteses mais fracas sdo suficientes (Ortega e Rheinboldt
[1970, Ch. 6]). Estas hipéteses sdo ficeis de verificar e garantem que, tragando
I' apartirde (x9, 0) , ndo serd possivel voltar ao mesmo ponto. Porém, ainda nio
garantem que (x*, 1} serd atingido.

Para ter certeza de que a homotopia “funciona” devemos provar, além das
hipdteses anteriores, que T ¢ limitado. Com efeito, nesse caso T serd obrigato-
riamente um segmento de curva que unird (x°,0) com (x*, 1) . Quando queremos
garantir a priori que uma homotopia resolvers um problema, o dificil € justamente
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provar a limitagio de I" .
Em Otimizaggio, veremos que as homotopias que aparecem sio “naturais”, on

seja, induzidas pelo problema quese querresolver. Porém, mencicnaremos aqui algumas

das homotopias “artificiais” mais conhecidas. Estas sio aplicaveis, em principio, a

qualquer problema da forma (3.1), A homotopia de Reduciio do Residuo &
HxD=F@+(¢-1) Fxv.

A homotopia “regularizante™, usada no conhecido pacote HOMPACK, de
Watson, Billups e Morgan [1987], é

H (x.8) = tF () + (1 — f)(x - x%) .

Uma vez escolhida a homotopia, devemos usar algum método numérico para
percorrer a curva I'. Para isso, primeiro devemos escolher um parimetro para
descrever I' . Freqiientemente, o proprio pardmetro ¢ serve para esse propésito.
Contudo, quando, para um determinado lo, temos que H. (x(f),5,) € singular,
x néo pode ser pensado como fungio de ¢ ¢ & possivel que, para continuar na
curva, seja mecessario “retroceder em ¢ . Por isso é usual tragar I' usando s (o
compimento de arco) como parimetro.

Suponhamos, para fixar idéias, que escolhemos s como parimetro. O proce-
dimento geralmente recomendado para tragar I' (Watson, Billups ¢ Morgan
[1987]) é do tipo Preditor-Corretor. Dados um conjunto  de pontos
(x(510,65))s ..., (x(s.).1(5,)) computados consecutivamente em T", e um incre-
mentc A>0, € calculado um polinomio que interpola nesses pontos e, conse-
qtientemente, um ponto preditor ( x (s, +A), 7 (s, + A)) . Este ponto nio estd
necessariamente em I' . Portanto, partindo dele, se calcula um pontode T usando
um “método local” para o sistema ndo linear H(x,7) =0 . Esta é a fase corretorz.
Quando chegamos a um ponto (x,7) com ¢ préximo de 1, é o momento de tentar
a aplicagdo direta de um método local para F(x) =0 .

A maneira de fazer que a globalizagio homotdpica seja AGP depende
exclusivamente do método para resolver os sistemas niio lineares H (x,5)=0.,De

acordo com o estudado na Segéio 3, 0 método de Newton Inexato, com precondi-
clonadores adequados, deve ser encarregado dessa tarefa.

6. Globalizagio por Otimizacfio e Programacio Quadritica
Seqiiencial

Voltemnos as condi¢es de Otimalidade (2.1) do problema geral de Programa-
¢do Néio Linear (1.2). Suponhamos que (x* 3% ,z4) € JR" x IR™ x IR" & uma apro-
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ximagio 4 solucéo de (2.1). E razodvel pensar que uma aproximagdo melhor da
solugiio serd obtida como a solucBo de um sistema similar a (2.1), onde
M(x) e A’ (x) sejam substituidos por aproximacdes lineares. Ou seja:

Af(x) = Af(x%) + AF(x)(x — x4, (6.1)

B ()T = (AR () + A%, () (x — 28 ... Aka(xt) + A2 (x)(x — x))

= B (x0T + (AR, (M) (x — x%),. . AR () (x — x9) . (6.2)
Logo

Afx) + B (x)Ty = Af(x) + B (5)Ty + [A) + 3, 3 AR — x4 (6.3)

As férmulas (6.1) - (6.3) sugerem o seguinte procedimento iterativo para
resolver (2.1): Dados (x* y*,7%) obter (x**!y**',z**") como uma solugfo de

Blx — YV + AFGM + B ()Y y—z=0
-2+ h(x) =0

6.4
xz=0 ©4)
x20,z=20

onde

B = A(x)+ > vk A (xh) . (6.5)

i=1
Claramente, (6.4) sdo as condigdes KT de
Minimizar 2(x — 397 By(x ~ %) + Af() (x - x%)
sa RN —xN+ AN =0 ' (6.6)

x20,220.

Dado que o processo iterativo para resolver (2.1) baseado em (6.6) se
fundamenta na aproximaggio linear das funcBes ndo lineares que aparecem em
(2.1), este processo merece a denominagfio de “Método de Newton”. Observe-se
que as equagdes x;z; =0 néo foram linearizadas na passagem para (6.4), essen-
cialmente porque, como veremos, somos capazes de lidar com elas sem aproxi-
mé-las por fungBes mais simples. Ao mesmo tempe, como (6.6) é um problema
de Programaciio Quadrética, os métodos para resolver (1.2) baseados em (6.6) se
chamam de Programagdo Quadrdtica Segiiencial.

A possibilidade de conseguir um AGP de Programagio Quadritica Seqiien-
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cial para grande porte esti condicionada & possibilidade de conseguir um AGP
para (6.6). Nesta linha, Friedlander, Martinez e Santos [1992b] consideraram o
problema N

Minimizar ©(x,y,z) = Il Bi(x — ) + AfK) + k' (5T y — z I
R (e — x4) + A 12 + (X7 2)? (6.7
sa. xz20,z20

e provaram que, se B, € positiva semidefinida e
Ixe IR" | R (x—x) + h(x)=0,x2 0} é nfio vazio e limitado, os pontos
estaciondrios de (6.7) sdo solugdes de (6.6). Observe-se que a funcdo objetivo
@ de (6.7) nada mais é do que a soma dos quadrados das normas das componentes de
(6.4). O fato de que toda solugio de (6.4) é minimizador global de (6.7) € trivial. Que
a reciproca seja verdadeira em determinadas condigSes ¢ um tanto surpreendente.
O problema (6.7) consiste em minimizar uma fungio diferencidvel com
restricSes simples €, como vimos antes, o Algoritmo 4.1 € um AGP que encontra
pontos estacionérios com a precisfio que seja necessiria. Portanto, € natural definir
um método do tipo Newton Inexato para (1.2) - (2.1) que proceda computando
(x**1, ¥+ 1, z8+ 1} em cada iteragdo como uma solugio aproximada de (6.6), eonde

B, seja uma aproximagdo positiva semidefinida de A’(x*) + ¥ yf Ah{x") .
i=1

Por analogia com o problema SNL, é natural que um método com tais
caracteristicas tenha boas propriedades de convergéncia local. Contudo, tal como
o método de Newton Inexato para SNL, este método precisa ser modificado
(globalizado) para aumentar as chances de convergéncia a partir de estimativas
iniciais pobres.

Lembramos que a Globalizagio por Otimizag8o, no caso de sistemas n#io lineares,
passa pela defini¢io de uma fungfio de mérito f cujo minimizador coincida com a
solugio do problema original. Neste caso, uma escolha natural de f° seria

Firy,z) = "Afx) + A (x)Ty — z 12+ BAQx) 12 + (x7z)? (6.8)

j4 que todo minimizador global de femx20,z20 & uma solugdo de (2.1).
Porém, a escolha (6.8) nfio € recomendivel devido a que ndo tem a estrutura
suficiente para diferenciar minimizadores de outros pontos estaciondrios. Em
outras palavras, minimizadores globais de (6.8) tanto podem ser minimizadores
como maximizadores, ou pontos criticos de oufra natureza. Por isso sfo preferidas
. fungBes de mérito que tenham a capacidade de diferenciar minimizadores de
" maximizadores. De um modo geral, podemos afirmar que ainda nio foi encontrada
uma fung¢do de mérito ideal, e a andlise das vantagens e desvantagens de diferentes
escolhas de f foge ao escopo deste trabalho.
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Uma vez escolhida uma fungfio de mérito, o algoritmo de Programacio
Quadritica Segiiencial globalizado obedece a0 seguinte esquema, onde os deta-
Thes foram eliminados propositalmente. N

Algoritmo 6.1 Dadosx*z* € IR", y* e IR" ,x*,720,A>0e B,, uma
aproximag#o positiva semidefinida de A2(x*) + i & A%, execute os se-
i=1

guintes passos.

Passo 1. Encontre uma solugiio aproximada (x,y,z ) de (6.7) com a restri-
o adicional li(x,y,z) ~ (35,25 . <A .

Passo 2. Se f(x.,yz) ¢é suficientemente menor que f{x¥y*z%) faca
(F*'y** 17+ y=(x,y,z). Sendo,diminua A e repita o Passo 1.

Observe que o Algoritmo 6.1 é do mesmo tipo que o Algoritmo 4.1. No
Algoritmo 4.1 incorporamos mais detalhes que possibilitam uma boa teoria de
convergéncia. Ainda niio sabemos quais detalhes devem ser incorporados no
Algoritmo 6.1 para que uma teoria similar seja possivel.

7. Pontos Interiores e Globalizagio Homotépica

Na Segfio 6 vimos que os métodos de Programacio Quadratica Seqiiencial
podem ser interpretados como uma tentativa de resolver (2.1) (ou, melhor, (1.2)
diretamente como Sistema Ndo Linear, usando uma estratégia de Globalizagio
por OtimizagHo. Nesta segio veremos uma estratégia de Globalizaggo Homotépi-
ca para a resolugiio de (1.2). Definamos a seguinte homotopia associada a (2.1):

[Afx) + B (x)Ty — 2]
h(x)
Xz —t
Hix,y,z,f)= . {(7.1)

XpZy—t ]

Claramente, se H(x,y,z,0)= 0, temos uma soluggo de (2.1). Por outro lado,
para ¢ muito grande, o sistema H(x,y,z,f) =0 & relativamente ficil de se resolver.
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Consideremos a seguinte familia de problemas, associados a (1.2), para cada¢> 0

Minimizar fix) — ti In(x;)

(1.2)
sa. hix)=0
As condigdes KT de (7.2) sdo:
1/x
Afxy + ' (x)Ty — ¢ . =0 (7.3)
1/x,
A(x)=0"
Portanto, escrevendo z;=—t/x;,i=1, ... , n, {(7.3) toma a forma (7.1).

Agora, (7.2) é equivalente a
Minimizar % fx) ~ g{ In{x;)
sa. hix)=0.

Portanto, quando ¢ & muito grande, a solugio de (7.2) € préxima da solugo de

n

Minimizar ¥, In(x)

i={ ] (7.4)
s, h(x)=0
que, por sua vez, é equivalente a
Maximizar - !
aximi 111 X (15)

sa. hix)=0

Todas as solugdes de H(x,y,z,/) = 0 satisfazem x> 0, z > 0. Como nenhuma
dessas soluges estd na fronteira da regifio factivel, os métodos baseados em (7.1)
sc chamam métodos de ponios interiores. Ver Gonzaga [1992]. Métodos deste tipo
se tornaram populares para resolver problemas de Programagfo Linear a partir de
famoso trabalho de Karmarkar [1984]. Nos ltimos anos tem ficado evidente que
a eficiéncia dos métodos de pontos interiores estd essencialmente ligada eficicia
da estratégia para percorrer a curva H(x,y,z,f) =0 e aos critérios para escolher
solugSes aproximadas de cada sistema n#o linear.
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Os algoritmos para resolver (2.1) baseados em (7.1) sio AGP’s na medida
em que o método usado para H{x,y,z,r) =0 seja AGP. Este ltimo é um sistema
nio linear e, como vimos em se¢es anteriores, no caso de grande porte, pode ser
resolvido usando o método de Newton Inexato onde os sistemas lineares subja-
centes sdo tratados por Gradientes Conjugados, com precondicionadores adequa-
dos ¢ globalizacio baseada no problema Quacan. Nessa linha se desenvolvem
varias das implementagSes priticas mais eficientes para resolugfio de problemas
de Programagio Linear por pontos interiores.

Apesar de termos apresentado aqui a situagfio geral em que £ & nfio linear,
os métodos priticos de pontos interiores para problemas de grande porte tem se
limitado por enquanto ao caso em que 4 & linear. Ver Mehrotra [1990], Lustig,
Marsten e Shanno [1989], Resende ¢ Veiga [1991].

8. Penalizacio e Globalizacio Homotépica

Consideremos o problema de penalizag3o associado a (1.2).

o _ 1 2
\Minimizar @ (x,p) = fx) +1p Il A(x) I } 8.1

sa. xz20

Nao € dificil provar que, se x(p) € uma solucio global de (8.1) entfio x(p)
converge em algum sentido auma solugio de (1.2) quando p — = . As condigdes

de otimalidade de (8.1) mostram a caracteristica essencialmente homotépica desta
propriedade. Com efeito, aplicando (2.1) a (8.1), obtemos:

VAx}Y+ R X7 [phix}]—z=0
xTz=0 ' (8\.2)
x20,z20

Ou, também, escrevendo y = pA(x),

VA + A (x) y—z=0

h(x)—§=0 8.3)
xTz=0

x20,z20

onde a refagéio com a resolugio homotdpica de (2.1) fica mais evidente. Fazendo
a mudanga de parimetros ¢= p"T (p=¢t/(1-1), (8.3)tomaa forma
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VA +R(x)Ty—-2z=0
_yplzbp
P =y = : 8.4)
xTz=0 Y
x20,z20
para O0<¢=1.
Em toda a literatura sobre penalizacfio é destacado o fato de que o problema
(8.1) - (8.2) € crescentemente mal condicionado quando p — = . Com efeito,

V2D (1,0) = V2f(x) + p [R QYT R(x) + 3 hux) V2 s (0] ®5)

e o niimero de condigio V2 @ (x,p) tende a infinito com p. Isto significa que o
problema de minimizar @ vai ficando “infinitamente dificil”, quando p — .
Os conjuntos de nivel de ®(x,p) para p grande sfio “vales alongados”, paralelos
regiio A(x)=0.

E aparentemente paradoxal que, quando (8.2) é escrito na forma (8.3) (ou
(8.4)), nenhum mal condicionamento aparece. Com efeito o Jacobiano da funggo
(8.3), emrelagioa x,y, é

V2 f(x) h’(x)T} ®.6)
B —1/p

e o condicionamento de J(x,p) , em geral, nfio tende a infinito. Porém, existe uma
“forma instavel” de resolver (8.3), ou o sistema linear newtoniano associado, que
consiste em por em evidéncia o multiplicador y na segunda equacio e substituir
na primeira. Esta forma instdvel de resolver (8.3) corresponde a “equivaléncia

instavel” (8.1) - (8.2).
Dado que J(x,p), em (8.6) ndo sofre essencialmentede mal condicionamen-

=

to, existem maneiras estdveis de resolver (8.3). Basta nfio cair na tentacfio de por -

em evidéncia y. Em outras palavras, se consideramos (8.3) como sistema nio
linear, ¢ resolvemos esse sistema usando Newton Inexato, com subproblemas de
minimizagdo de quadréticas em caixas, néio haver nenhuma instabilidade provo-
cada pelo tamanho de p .

Muitos texios € artigos destacam a inconveniéncia de fazer penalizagio com
p grande, baseados no mal condicionamento do sistema, Como vimos acima, esse
mal condicionamento é facilmente contorndvel com o moderado custo de um
aumento do niimero de varidveis. Porém, o método de Newton aplicado ao sistema
ndo linear (8.3) ndo tem problemas de estabilidade nem de regifio de convergéncia,
mas ao invés de (8.1), carece de uma funcio objetivo natural associada. Na
préxima se¢io veremos a maneira cléssica de contornar essas dificuldades.
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9. Lagrangeano Aumentado e Mudanc¢a de Homotopias

Podemos observar que se (x",y",z*) é uma solugiio regular de (2.1), e x* é
minimizador local de (1.2), entdo x* satisfaz as condigdes KT do problema
Minimizar f{x) + h(x)Ty*
sujeita a x20.

Méiodos Lagrangeanos estiio baseados nessa propriedade, e podem ser esquema-
tizados pelos seguintes passos:

i) Dada uma estimativa y* do vetor de mulﬂphcadores ¥
Minimizar f{x) + h{x)Ty*
sujeita a x20.

ii) Se a solugfo deste problema é satisfatéria, pare. Se ndo, encontre uma nova
estimativa y**! dos multiplicadores, e repita ().

O problema com o esquerna delineado acima € que, apesar de que x* satisfaz
as condi¢Bes de otimalidade para a minimizagio do Lagrangeano, nem sempre é
um minimizador, nem sequer local. Felizmente, pode ser provado que, se p &
suficientemente grande, x* ¢ um minimizador local de

Minimizar f{x) + h{x)}Ty* + % M A(x) 12

sujeitaa x20.

A fungZo objetivo deste iiltimo problema se chama Lagrangeano Aumentado. Os
Meéiodos de Lagrangeano Aumentado se baseiam em esquema anglogo ao dos Métodos
Lagrangeanos, onde, adicionalmente, um pardmetro de penalizagio p, é modifi-
cado em cada iteragéo, se for necessdrio. Ver Conn, Gould e Toint [1990, 1991].

Vejamos esta familia de métodos desde um ponto de vista homotSpico.
Suponhamos que, em vez de (8.3), consideramos o caminho definido por

VA + R (y+w)—z=0

h(x)—-%=0 ©.0)
xz=0 )
xz20,z20

Claramente, (8.3) & o caso particular de (9.1) que conespdnde afazery=10.
O problema (9.1) define uma familia de homotopias que depende da escotha
de y . Para todas as homotopias dessa familia temos que (x(e0) , y + w(eo) , z(e0))
¢ uma solugfio de (2.1). Portanto, todas as homotopias (9.1) sio em principio
utilizdveis para resolver (1.2) - (2.1). Como vimos na Secdo 8, a Penalizagio
classica usa (x(es),y + w(eo),z(e0)) . Os métodos de Lagrangeano Aumentado
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podem ser interpretados como métodos homotépicos do tipo (9.1) onde a homo-
topia definida por y éperiodicamente mudada de acordo com o seguinte esquema.

Algoritmo 9.1 Sejam y e IR, p > 0 dados.

Passo 1. Resolver (aproximadamente) (9.1), obtendo x.w,z

Passo 2. Se Il 4(x} | & suficienternente pequeno, pare. Neste caso,
(x ¥, +w, z) €uma solucio aproximada de (2.1).

Passo 3. Substitua 7 por y +w (mudangca da homotopia). Se Il 2(x) Il dimi-
nui suficientemente em relacfo 4 dltima passagem por este passo, volie 2o Passo
1. Se nfio, aumente p e volte ao Passo 1.

A légica por tras deste processo € a seguinte. Suponhamos que, por acaso, o
vetor inicial y fosse o y correspondente & solugfo de (2.1). Neste caso, fazen-
do w = 0 em(9.1), obteriamos a solugiio de (2.1) para qualquer p arbitrariamente
pequeno. Extrapolando este fato, se y estd préximodo y correspondente solugdo
de (2.1),um w préximo de O resolverd aproximadamente (9.1), sem necessidade

de que p seja muito grande.

Como, no processo homotépico, estamos obtendo multiplicadores y+w
cada vez mais préximos do “y correto”, substituir y por y + w periodicamente
fard comqueo p que produz uma solugio aproximadade (9.1)ndo precise crescer
muito. Isto tem duas conseqiiéncias. Primeiro, sugere que o caminho a ser
percorrido pela nova homotopia dever ser “mais curto” que pela velha, Segundo,
um p de tamanho moderado contribui para eliminar os inconvenientes mencio-
* nados no final da Secio 8.

Por 1ltimo, observemos que, fazendo a (perigosa!) substituigdo w = ph(x)
na primeira equagio de (9.1), este sistema se transforma em

V fx) + B (xY y+ph(x)—z=0
xTz=0 9.2)
x20,z20

e que (9.2) representa as condigGes de otimalidade de

Minimizar f(x) + h(x)"y +2 I A(x) 112 } ©3)

sa x=20.
Ou seja, (9.1) pode ser transformado em problema de minimizagio onde o

condicionamento do Hessiano cresce para infinito com p e onde a regido de
convergéncia do método de Newton tende a zero quando p tende a infinito. Estas

s30 boas razSes para conservar p com tamanho moderado.
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As consideragdes feitas no caso do método de Penalizag@o em relacio a sua
implementacio AGP s3o validas, sem maodificagbes, neste caso.

hS

10 - Conclusoes

O objetivo dltimo da Otimizacfio Numérica é a elaboraggo de programas de
computador que consigam resolver eficientemente problemas reais. Este objetivo
s6 pode ser alcancado com uma teoria sélida sustentando as decises algoritmicas.

Em Otimizacfio de grande porte existemn alguns paradigmas consolidados, e
tendéncias visiveis para o futuro mais ou menos imediato,

No centro da possibilidade de elaborar bons algoritmos para grande porte esta
0 problema de minimizar uma fungio quadritica com restricdes de caixa
I<x<u. (Problema Quacan). Atualmente, os melhores algoritmos para resolver
o problema Quacan s3o os que combinam gradientes conjugados com caminhos
projetados. Porém, muita pesquisa ainda é necesséria nesta drea. A relagio custo-
beneficio do investimento em Quacan é muito compensadora, devido a que uma
melhora de determinado porcentual na efici@neia para resolver esse problema
provocard uma melhora de quase o mesmo porcentual em todos os algoritmos
mais complexos que o utilizam. O impacto de avangos significativos na resolugio
do problema Quacan € comparave! para otimiza¢o de grande porte com o impacto
de aumentos na velocidade das operagBes de ponto flutuante.

Neste trabalho mostramos que vérios métodos hoje considerados eficientes
para otimizagdo de grande porte podem ser vistos sob a 6tica comum da globali-
zagio de algoritmos locais para resolver as condigBes de otimalidade. A Progra-
magdo Quadratica Seqiiencial corresponde & Globalizagfio por Otimizag#o e os
métodos de pontos interiores, Penalizaco e Lagrangeano aumentado, 4 Globali-
za¢do por Homotopias,

Os métodos de restri¢Oes ativas (ver Fletcher [1987}) nfio foram considera-
dos explicitamente neste artigo. Estes métodos se baseiam na divisfio da regifio
factivel de (1.2) em faces, em cada uma das quais aparecem apenas restricdes de
igualdade. Dentro de cada face, tudo o que foi explicado neste artigo se aplica. A
mudanga de faces € o aspecto ndo mencionado aqui. O grande problema é que,
para a estrutura geral (1.2), mudancas drésticas de face nfio sdo possiveis, e
estratégias baseadas em mudancas timidas podem ser muito ineficientes em
problemas de grande porte, quando a face do ponto inicial é muito diferente da
face onde se encontra a solugio.

Tampouco falamos aqui de métodos baseados em decomposicio e relaxacao
de restrigdes. A aplicacfio desse tipo de métodos depende de uma andlise cuidadosa
da estrutura do problema. Nio é possivel utilizd-los de maneira tio ingénua como
os métodos considerados neste artigo. Naturalmente, quando uma boa analise do
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caso € feita, a aplica¢io de algoritmos estruturais pode ser espetacularmente mais
eficiente que a aplicagfio de métodos genéricos.

.
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