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Estabilidade de
Posi¢coes de Equilibrio em
Sistemas com Chaveamento

Marco Antonio Teixeira

1 - Introducao

O objetivo desta nota é abordar, na forma mais simples possivel, alguns
aspectos da estabilidade de pontos de equilibrio de uma classe de equagSes
diferenciais com segundo membro descontinuo, modeladas a partir de sistemas
com chaveamento (“relay system’™). Discutiremos aqui o primeiro trabalho cien-
tifico (segundo seu proprio testemunho) de ID.V. Anosov por volta de 1957 e cuja
publicagfio traduzida em inglés data de 1959 (ver [A]). Historicamente (ndo
sabemos com exatidio quando), Tsypkin colocou o problema em questdo
Boltyanskii e Pontryagin, juntamente com uma solugfio que apresentava certas
imperfei¢des. Entretanto estes @ltimos mateméticos se convenceram gue os resul-
tados apresentados eram corretos apesar das provas apresentadas. Estimulado por
Pontryagin, Anosov apresentou uma demonstragio correta e muito mais simples
que a anterior e cujo teor iremos discutir a seguir.

(trabalho original estuda uma equagio diferencial no IR" ; por simplicidade,
nesta nota iremos nos restringir ao caso # =3,

O leitor interessado no assunto poderd encontrar em [AVK] ou [U] um leque
muito grande de modelos fisicos que abordam sistemas com chaveamento.

2 - Descricio do Sistema

Um sistemna com chaveamento a 3 varidveis € descrito pelo seguinte sistema
de equacdes:

x=apx+aygy+asz+k sgnx

Y =anX + any+ anz+ ko sgn x (2.a)

Z=a5X+ any+ anz+kosgn x,
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onde a; , k, , k; e k3 s30 escalares e sgn x é o sinal da coordenada x no IR3 .

O problema que se apresenta ¢ caracterizar as curvas solugdes (ou trajetGrias)
deste sistema que passam pelos pontos de descontinuidade (0,y,z). Hoje, ¢ usual
nos referirmos s leis estipuladas por Filippov (ver [F]) para se definir as solu cOes
de um sistema descontinuo como acima. Anosov utilizou-se destas leis em seu
trabalho e no que se segue iremos discuti-las superficialmente e de uma forma
heuristica,

Estaremos supondo que & # 0.

2.1 - Definicio matemética de um sistema com chaveamento
No semiplano §* = {x > 0} as trajetérias de (Ila) s3io definidas por

X =AX+K (2a*)

onde X’ = (x,.2) , A = (ay) , (ij = 1,2,3) e K = (ky ko s ).(X! denomina a transposta
de X).

Analogamente no semiplano § = |x < 0] as trajetdrias do sistemas sdo dadas
através de

X =AX-K (2a)

Sobre os pontos doplano § = {x = 0}, 3 situagBes distintas devem ser consideradas:
1 - As trajetdrias de (22*) e (2a7) apontam para a mesma direcio quando
encontram § (ver Figura 1). Isto é traduzido por:

(@Y + anpz+ k) apy + anz + ki) > 0.

Aregidio em § definida por esta desigualdade é chamada de Regido de Costura
& a curva solugdo passando por qualquer um de seus pontos (0,y,z) & simplesmente
a colagem das trajetdrias de (2a*) e (2a)).

2 - As diregdes das trajetdrias de (2a%) e (2a") sdo reversas & ambas apontam
para o plano § (ver Figura 2). Este fenémeno & traduzido por

(ally + a7 + kl) <0 [+] (alzy + a3z + k]) > 0.

A regido em § associada a estas desigualdades é denominada Regido Escor-
regante. Observe que se k; < 0 entio a origem pertence i esta regifio,

A solugdo do sistema neste caso para tempo positivo deslisa sobre S e seu
comportamento € descrito por:

x=0
)" =d4any + anz — (kz/kl)(algy + a13z) (Zb)
Z=any+anz — (ks / k) (er2y + 2137)
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Figura 1. Regido de Costura

9

Figura 2. Regido Escorregante

Observe que a origem (0,0,0) é um ponto de equilibrio deste sistema. Este
novo sistema € denominado Sistema Escorregante associado a (2a).

3 - As diregdes das trajetdrias de (2a%) e (2a7) slo reversas e ambas apontam
para o exterior de § (ver Figura 3) Este caso é traduzido pelas desigualdades:

(a12y+a13z+kl) >0 [ (a12y+a13z—kl)< 0.

As desigualdades acima caracterizam uma regifio em § denominada Regifo
de Escape. Nao iremos nos ocupar deste caso assim como daqueles pontos de §
pertencentes & fronteira das regiSes abertas definidas acima. O leitor interessado
em mais detalhes deverd se dirigir a [F] oua [T].
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Figura 3. Regido de Escape

3 - Descricdo Formal do Sistema

Seja D o operador diferencial. O sistema (2a) pode entdo ser descrito por:
(DI - A)X = (sgn )K : (3b)

onde (DX)' = (Dx,Dy,Dz) e I é a matriz identidade 3 x 3.
Através do método da eliminacio (ver [P]) podemos eliminar y e z transfor-
mando (3b) em:

K(D)(x) + ML(D)(sgn x) =0 (3c)
onde M é uma constante,
EKD)=D*+ 0[P+ oD + 0y,

e L(D) éumpolindmio (formal) de graum = (3 — r) onde ondimeror  {1,23 } depende
exclusivamente da matriz B = (ay), ij = 2,3 (veja os exemplos nesta secio).

O caso L{D) = 0 n3o € considerado.

E de verificagio direta que o polindmio K coincide exatamente com o
polinémio caracteristico da matriz A

Para ilustrar o método de eliminaggo utifizado acima, daremos a seguir alguns
exemplos:

3.1 - Exemplo
x=y
y=z
) -2=a31x+a32y+a332+ksgnx
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Inttoduzindo o operador D obtemos que Dx=y, Dx=z e
Dx=asx + anDx+anD*x + ksgn x .

Portanto o sistema toma a forma K(D)+ ML(D)(sgnx)=0 onde
KDy=D*—a3sD*>—anuD—ay M=~k eL(D)=1.

Observe que neste caso que r = 3 e que X(D) € o polindmio caracteristico da
parte linear de (3.1) :

O sistema em questio possui as seguintes propriedades:
a)Aretah = {(0,0,z)} em S é caracterizada pelos conjuntos dos pontos de tangéncia
entre (2a*) ou (2a) com §. Mais ainda, o contacto entre as trajetérias e § €
quadrdtico se z # 0; na origem este contacto & cuibico (desde que k= 0 );
b) A curvatura de cada trajetéria de (2a*) ou (227) em (0,0,z) muda de sinal quando
z atravessa o valor z = 0 retrato de fase deste sistema estd ilustrado na Figura 4;
¢) A reta A constitui a fronteira entre duas regides de costusa,

_Para uma melhor visualizagio do leitor, preferimos representar na Figura 4,
a “reta /" por uma curva denominada 4’

3.2 - Exemplo

x=y

y=anx+ apy+ apzksgn x
z= anx + apy + anz.

Neste caso o sistema acima é levado 4 forma K(D)(x) + ML(D)(sgn x) = 0
onde K(D) € o polinémio caracteristico da matriz A = (az) (com a;; =0, a;p =1
capn=0),M=-kel{D)=D —ay; .Neste casotemos que r=2 .

' - \

' AR

Figura 4. Sistema (3.1}
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O sistema em questdo possui as seguintes propriedades:
ayAretah= [(0,0,2)} em S € caracterizada pelo conjunto dos pontos de tangéncia
entre (2a*) ou (2a) com S§; mais ainda o contacto entre as trajetérias e § &
quadrético (desde que & = 0);
b) Areta 2 constitul a fronteira entre duas regies de costura;
¢) Se k<0 entdo as trajetérias em torno da reta 4 sfo como “espirais” e o
correspondente retrato de fase esta ilustrado na Figura 5. Neste caso a trajetéria
do sistema passando por P = (0,0,z) é constituida somente por este ponto;
d) Se k > 0 as trajetdrias do sisterna em torno da reta k se afastam da origem (veja
Figura 6).

Figura 5. Sistema (3.2) - Caso k< 0.

Figura 6. Sistema (3.2) - Caso k > 0.

3.3 - Exemplo

X=aux+any+apz+ksgn x
Y=auX + apy+anz

Z=ayx+any+ani.
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Neste caso K(D) € o polindmio cazacteristico de A = {ay) (ij=1,2,3),
M = —ke L(D) €opolinémio caracterfstico de B = (@;;) com ij = 2,3. Portanto neste
casor=1, '

4 - Enunciado do Resultado Principal

Consideremos o sistema original dado em sua forma formal. O resultado que
iremos enunciar a seguir, d4 condices necessérias e suficientes para que a origem
seja um ponto de equilibrio estivel do sisterma. Lembramos que um ponto
p € IR éum ponto de equilibrio estdvel da equacdo se dada qualquer vizinhanga
V de p existe uma vizinhanga W de p tal que se g € W entiio a solucfio do sistema
passando por g, ® (1,) pertence a Vparatodo 1> 0 .

Teorema ,

a) Suponhamos que r = 1. Uma condigfio necessdria para que a origem seja
um ponto de equilibrio estivel do sistema é: M > 0 e L(D) nfio possui autovalores
com parte real positiva. Se M > 0 e os autovalores de L(D) sio negativos entfio a
origem é estdvel.

b) Suponhamos que r = 2. Uma condigiio necessdria para a estabilidade da
origem é: M > 0 e L{D) nfo possui autovalores conr parte real positivae ot 2 .
SeM > 0, os autovalores de L(D) s3o negativos e ot 2 B entéio a origem é um ponto
de equilibrio estivel do sistema.

c) Se r =13 entdo a origem € um ponto de equilibrio instével.

5 - Demonstraciio do Teorema

Iremos nesta segfio dar um “sketeh’” da demonstragfio do teorema acima.

Mudanga de coordenadas
Pode se demonstrar que existe uma mudanga de coordenadas no IR* da forma

X=CU, onde X'=(x2), U'=(uvw) , C=(cy), =123,
e tal que
~ a)se r =13 entdo (2a) é transformado em (3.1);
b) se r = 2 entlio (2a) é transformado em (3.2);
c) se r =1 entdo (2a) & transformado em (3.3);

Observacio: na mudanga de varidveis acima a coordenada x nio é afetada e
a descri¢do formal dos sistemas correspondentes é preservada no sentido que os
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graus dos polinémios envolvidos permanecem OS MESMOS. O sisterna nas novas
varidveis apresenta M = —k, L(D) = det(DI &), ij =r+ 1, ... ,3. Mais ainda, se
r=2 e nas novas coordenadas tivermos K(D)=Di+oD+... €
L(D)= D% + BD* 1+ ... entdo ay = ¢ — Bi.

Assim podemos restringir a nossa andlise para os exemplos dados em 3.

Casor=1

Se k> 0, usando elementos bésicos de continuidade concluimos que as
trajetérias do sistema em torno da origem se afastam dela.

No caso k < 0 a origem pertence ao interior da regifio escotregante que por
sua vez age como um atrator em torno do ponto. Mais ainda, as trajetorias do
sistema escorregante Convergem para a origem se as partes reais dos autovalores
associados (Sistema 2b) sio negativas. A concluséo do teorema neste caso é
imediata. '

Casor=2

No caso & > 0 observa-se imediatamente a instabilidade da origem para o
sistema (3b) (veja Figura 6).

No caso k < 0, se introduz uma fung#o de Lyapunov associada ao sistema da
forma

E(xyz) =0 —anx)/2+ | k|| x| - anxy/2 - aniz .

Aderivada de E emrelagio at é:

E=[apy+an|xl|k|-ax |x|—apysgnx-

w @7 8g0 X + 2(ax/ axn)z sgn x)1/2.

Numa vizinhanca da origem podemos determinar reais positivos o ¢ B tais que:
a) se ayy, < 0 entlio PE < E< —6.E;
b) se a, » 0 entdio GE < E< —BE,;
¢) e para qualquer 0, —0LE < E<okE.

Niio existe dificuldade agora em concluir o teorema para o caso r = 2. Atitulo
de ilustracfio, no caso k < 0 temos o seguinte:

Dado um ponto p = (0,5,2), ¥ > 0, seja y(2) = (x{2),y(1).z(£)) a sokugio do siste-

ma com Y0} = p. Defina r(£) = ¥(z). Prova-se que existe (um menor) £ > 0 tal que
x(t0) = 0,y(t0) > 0. Seaxp <0 (resp. > 0) tem se r(0) < r(2) (resp. r{(0) > r(t)).
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Casor=3

Aprova da instabilidade para o caso k > 0 é imediata,

Se k<0 tremos apenas ilustrar a demonstragio para ¢ caso particular:
x=y,y=zez=ksgn x. Este sistema é simétrico em relagdo i origem; o que se
mostra € que se ¥(¢) = (x(#),y(1),z(f)) é uma solugo qualquer com (0} préximo da
origem e tal que x(0) =0, y(0) > 0 e z(0) >0 entdo existe r> 0 satisfazendo
x(r)=0,y(ry<0e|z (@ > 2 z(0); este fendmeno se repete com relacio as condi-
¢Bes iniciais y(r) . Isto implica na instabilidade do sistema.
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