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O ledo e 0 homem:
perseguicdo e fuga com
posicdo e velocidade limitadas

Miriam Abdén, Carlos Gustavo T. de
A. Moreira, Nicolau Corcio Saldanha

Depois que Von Neumann e Morgenstern criaram a teoria dos jogos e a
utilizaram para estudar certos jogos discretos, vieram tentativas de aplicar esta
teoria a situagGes continuas. Havia um interesse especialmente grande por proble:
mas com aplica¢Ses militares, como a perseguicio de um aviiio ou navio por urmi
missil. Qual estratégia deveria ser seguida pelo perseguidor? Seria possivel ao
fugitivo evitar o choque? Por quanto tempo? Destas perguntas surgiu a teoria dos
Jjogos diferenciais que j& conta com uma imensa literatura; alguns textos gerais
sobre o assunto sdo [Fr], [I] e [KS].

Consideraremos neste artigo um problema particularmente simples de perse-
guicio e fuga: o problema do lefio e do homem. Este problema & bem conhecido
(veja [L] ou [F1] para a versio continua) e foi usado na prova por equipes da &*
Olimpiada Iberoamericana de Matemética. Dois jogadores A (o lefio) e B {0
homem) movem-se em uma arena limitada e a inica restrigo sobre suas trajetdrias
€ que as velocidades sdo limitadas; A persegue e tenta alcancar B (o ledo quer
comer) e B tenta fugir de A (0 homem néio quer ser comido). Consideramos duas
versGes do problema: na primejra discretizamos o ternpo de forma que os jogado-
res saltam alternadamente; na segunda, o tempo é continuo. Nosso objetivo & em
cada caso saber se existe uma estratégia para A (ou B) que garanta sua vitéria.

Este problema é mais simples que a maioria daqueles tratados na literatura
de jogos diferenciais pois ndo impomos restrigdes & aceleragio ou curvatura das
trajetorias; também nio tentamos estimar o tempo até o choque. Apesar de
simples, este problema ndo ¢ discutido em muitos livios de jogos diferenciais por
nfio se adequar bem a parte da teoria geral. Todos os argumentos sdo elementares
e o leitor s6 precisa saber geometria plana e os rudimentos do cdleulo para seguir
as demonstracdes.
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I. Caso discreto

Olefio A persegue sua vitima humana B em uma arena convexa limitada S.
As posigSes iniciais de A e B sfo ps eps; A e B pulam alternadamente distincias
de no méiximo 4 e Iz . Olefio A consegue golpear ¢ assim vencer B se e somente
se conseguir chegar a uma distincia menor ou igual a d de B (no caso d=0,
entendemos que A vence apenas se conseguir saltar exatamente sobre B).

aCasol,=1;,d>0

Neste caso, A tem uma estratégia para alcangar B. De fato, uma tal estratégia
consiste em dar passos de tamanho min{lA s d(pa , pB)} na direcio de B. Suponha
sem perda de generalidade que I, = 1. Com esta estratégia, a distdncia entre A e
B nunca aumenta ¢, se a distincia logo antes do saltode A € menor ou igual a
1+dentio A ganha o jogo imediatamente. Na verdade, a distincia 56 se mantém
inalterada enquanto B anda com passos de tamanho Iz ao longo da linha reta
pape. Como a arcna é limitada, B deverd em algum momento freiar ou desviar-se
desta dire¢do, o que implica em uma redugfio da distdncia. Queremos verificar que
a distincia em algum momento serd menor que d.

Para isso, note primeiramente que, se o passo de B desvia de um &ngulo 6 da
direciio papz , | p4 — pa | = h > d,no préximolance de A a disténcia diminuird de pelo
menos i+ 1 — V1 + 4 + 2k cos® , como pode-se ver pela Figura A. Por outro fado,

h+1-V1+h2+2hcos® 2d+1-V1+d*+2dcosb

pois esta expressio & monétona em /1, como pode ser verificado estudando o sinal
de sua derivada.

P,

Figura A

Seja D o didmetro da arena; B pode dar no méximo [ 4D] (= parte inteira de
4D ) passos de comprimento maior ou igual a 1/2 com desvio menor ou igual a
#/.12D): caso contririo, B sairia da arena. De fato, se B desse mais de [4D]
passos com desvios tdo pequenos, o Angulo entre qualquer passo e a reta ligando
as posicdes iniciais de A e B seria sempre menor ou igual a 7/3 e, considerando
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as projegBes dos passos nesta reta, vemos que a distincia entre as posicdes inicial
e final de B seria maior que o didmetro da arena.

Assim, a cada [4D + 1] passos, ou existe um passo de B de comprimento
menor que 1/2, caso em que a distincia diminui de pelo menos 1/2, ou existe um
passo com desvio maior que 7/ 12D, caso em que a disténcia diminui de pelo

menos d+1—VI +d% - 2dcos(r/112D)). Portanto, A terminard POL vencer,

h.Casol, =i, ,d=0

Se A seguir a estratégia do item anterior, provavelmente nunca alcancaré B.
Por exemplo, consideremos a situacio onde a arena contém um disco suficiente-
mente grande e B adota a estratégia de mover-se no bordo deste disco afastando-se
0 méximo possivel de A. Excluindo-se algumas posicGes iniciais onde A pega B
quase imediatamente, A nunca pega B: tente construir uma seqiiéncia de posicBes
deAeB de trds para frente e ficard claro porqueé.

Entretanto, 4 ainda tem uma estratégia vencedora. Suponha novamente
[ =1eseja D o difimetro da arena. O jogador A pode segulr a estratégia do item
anterior até tomnar sua distincia a B menor que 1/(4D). Seja O um ponto que
permaneceré fixo durante o resto do processo e que coincide com a posiciio de A
neste momento; a partir de agora a estratégia de A serd sempre saltar para um ponto
do segmento OB tio préximo de B quanto possivel. E fécil ver que esta estratégia
estd bem definida, isto &, que é sempre possivel a A manter-se neste segmento.
Mais: esta estratégia garante que a distancia entre A e B nunca aumenta. De fato,
sejam p, € pg as posicdes em um dado momento; supomos que B entdo salta para
P’y eAparap’y. Sejamp”s e p”'g as proje¢des ortogonais de p4 € py na reta que
passa por O, p’s e p’s (veja a Figura B). Claramente, d(p”a,p"BY < d(pa, pr), e
portanto d(p’a , p”a) > d(p'y , p”5), donde d(p’, , p'p) < d(pa , pg), como afirma-
mos. Falta apenas provar que esta distincia torna-se igual a zero apds um nimero
finito de jogadas. '

P, P, P, P,

Figura B
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Dadas as posicSes p e pp de A e B em um dado momento, seja p’s um ponto
que dista no maximo 1 de pg e mais de 1 de p,, de tal forma que B pode mover-se
para p’ sem ser imediatamente capturado. Como d(pp , ps) > d(p’s , ps), © dngu-
lo 0;;}9’3 ¢ obtuso. Seja k=d(O,pp). Pela lei dos cossenos,
4(0.p'5) > NAOp Y+ dpa . p'p? > Nk — 1/(4D))* + 1 > k+ 1/(4D) (lembre
que k<D ). Assim, B deve, a cada jogada, afastar-se de O de pelo menos
1/(4D) sob pena de perder imediatamente. Como a arena ¢ limitada, isto conclui
a demonstrago.

c.Casoly<lp,d>0

Neste caso, se a arena for suficientemente grande, a posigio inicial distante
dos bordos e a distAncia inicial entre A ¢ B nfio permitir vitéria imediatade A , B
tem uma estratégia para manter A & distincia. Um exemplo de estratégia para B €
o seguinte: B se manterd sobre um grande circulo fixo contido na arena ¢ a cada
jogada ele salta, sempre sobre este circulo, de tal forma a aumentar tanto quanto
possivel sua distAncia aA. O jogador A estard sempre ot longe do circulo por sua
distancia a O ser pequena ou terd seu argumento muito diferente do de B jé que,
como a velocidade angular de A ao tentar aproximar-se do circulo é substancial-
mente menor que a de B , B tem tempo suficiente para afastar-se bastante.

Vamos ilustrar isto com um exemplo. Suponha que S seja um disco de raio
100km, 1, = 1m, [z = 1,05m ¢ d = 10m. Suponha ainda que B estd no bordo deste
disco e segue a estratégia acima. Na faixa em que a distincia de A ao bordo €
menor que 3km, a velocidade angular de B é maior que a de A: a cada passo, a
distincia entre B e a projecio radial de A no circulo aumentard de mais de lom.
Assim, se A tentar reduzir sua distincia ao circulo para menos de lhm, sera
necessério darpelo menos 2000 passos nesta faixa e a distincia entre B e aprojegio
de A passari a ser de mais de 20m, demonstrando que neste caso B foge facilmente
de A.

11. Caso continuo

No caso discreto os jogadores se movem 20s saltos; queremos agora imaginar
que os jogadores, ao invés de saltarem alternadamente, movem-se continuamente.
Da mesma forma que no caso discreto limitamos o tamanho dos saltos, no caso
continuo limitamos a velocidade dos jogadores. Mais precisamente, a trajetéria
de A (tesp., B) deve ser derivdvel por partes (em relagio a0 tempo) e seu vetor
velocidade deve sempre ter médulo menor ou igual a v, (resp., vg).

No mundo real, um jogador nfio tem informagio instantinea sobre a posicéio
e seu adversério: € preciso esperar 0 tempo necessario para a luz ir de um ao outro.
Motivados por essa observagio, vamos introduzir um ingrediente extra no proble-
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ma: o fempo de reagdo. Suponhamos assim que cada um dos jogadores tem
informag@o sobre a posicio do adversario até um tempo f{d) anterior, onde d é a
distincia entre o jogador e a imagem do adversédrio. A imagem do adversério é
definida como a sua posi¢do no mesmo tempo f{d) anterior. Observe que d ¢ a
imagem do adversdrio estdo implicitamente definidas por estas condicdes desde
que f seja crescente e derivdvel com f0) =0 e f'(d) < 1/(va + vp) para todo 4,
hipéteses que sempre assumiremos.

a. Caso vz >y,

Neste caso, B consegue manter-se longe de A para toda £ A estratégia &
analoga ao caso discreto: B deve manter-se num circulo de raio grande e mover-se
com velocidade méxima na diregfio que o afasta da imagem de A. A demonstraggo
de que esta estratégia funciona é como no caso discreto. Os detalhes sdo deixados
a cargo do leitor.

b.Casovg=v,,d>0

Uma estratégia andloga a do caso discreto funciona para o jogador A qualquer
que seja f Basta A andar por um tempo d/2u, na diregiio da imagem de B e a
distdncia, como no caso discreto, diminuird, tornando-se eventualmente menor

que qualquer nimero positivo dado. Novamente, deixamos os detalhes como
exercicio.

¢. Casovg=v,,d=0

Aqui, tudo depende de f. Se f{d) € da forma Ad, B tem dificuldade em saber
como fugir e (exceto se sempre adivinhar bem) termina por ser alcangado por A.
Entretanto, se f{d)/d tender a zero quando d tende a zero, A nunca alcancard B.

Neste 1iltimo caso, passamos a descrever uma boa estratégia para B. E

conveniente trabathar em coordenadas polares. O jogados B escolhe uma espiral
tendendo para um circulo com concavidade sempre para dentro: por exemplo, a

parametrizada por r=ro(1 — 1/(8 +2)), 8 € [0, + co). Feito isso, B anda com
velocidade mixima nessa espiral sempre que a imagem A’ de A estiver a uma
distincia menor que, digamos, rp/2 e que seu angulo satisfizer 6, < 85 + Ad). Se
8- chegar a ser 8 + f(d), B passa a percorrer a mesma espiral refletida em relacio
ao raio que liga a posi¢@o nesse instante a 0,

Suponhamos por absurdo que existe uma estratégia para A que permita
alcangar B. Suponha ainda que tenha ocorrido uma invers#o no sentido em que B

corre a espiral. Isto significa que pouco antes da inversdo o fngulo 8, da imagem
A’ de A satisfazia 84 < 85+ f{d) e no momento da inversio valia a igualdade
04 = 0p + fid). Como, entretanto, neste momento B inverteu o sentido de percurso,
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passamos a ter uma situaco equivalente a 8, = 0p— f{d). O jogador A poderia
facilmente, entretanto, reduzindo seu préprio argumento, ter chegado a uma tal
posicio sem fazer com que B invertesse o sentido de percurso. Assim, para cada
estratégia vitoriosa para A existe uma outra estratégia, também vitoriosa, para a
qual B nunca inverte o sentido de percurso da espiral. Podemos portanto supor,
sem perda de generalidade, que tais inversdes ndo ocorrem e que sempre vale
84 <8z fld).

Ainda supondo que A alcance B, seja pp 0 ponto onde A e B se encontram em
um tempo 7. Passando por pg, tomemos uma reta r qualquer contida no angulo
menor formado entre o raio e a perpendicular 2 espiral, como na Figura C.
Consideremos ainda um feixe de retas paralelas a 5 as curvas de nivel de uma
coordenada auxiliar w definida como uma fungfo afim das coordenadas usuais.
Podemos ainda supor que w é crescente no tempo para as coordenadas de B potco
antes do choque.

Figura C

Sejam wa(f) € wp(f) as coordenadas w de A e B em um tempo £ para  proximo
de 7y, devemos ter w4(?) < wg(?), pois do contririo terfamos 04 > 0p + fld), o que
contradiz nossas hipéteses. Consideremos entfo as trajetSrias de A e B a partir de
um instante qi]alquer 1) < to j& na faixa que garante a desigualdade acima, como
mostrado na Figura D. Translademos a trajetéria de B paralelamente a r e
consideremos a dltima intersecfio da trajetoria de A com esta trajetéria transladada.
Este ponto de intersecio corresponde a tempos 4 > £p para Ae B, respectivamente:
a desigualdade vern de wa(t4) = wi(zs). Refletindo a trajetéria transladada e a
trajetéria de A em r (como na Figura E), vemos que a trajetéria de A entre 14 € fo
& mais longa que a trajetéria de B entre 5 € fo, pois a trajetéria de A duplicada €
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um arco por fora do arco convexo dado pela trajetéria de B duplicada. Isto é um

ab

surdo, € demonstra que, conforme afirmamos, esta estratégia de B garante sua

vitdria. N

B
(1 \\(rR)

Figura D Figura E

No caso f{d) = Ad, o argumento acima ndo se aplica pois € impossivel construir

um feixe de retas com todas as propriedades necessdrias. De fato, se B seguira estratégia

ac
B.

ima e A perseguir B sempre perto do limite em que B muda de sentido, 4 alcanca
Além disso, pode-se provar que, para qualquer estratégia de B (baseada apenas

na informagdo a que B tem acesso) existe uma estratégia de A para aqual A alcanga

B.

Por outro lado, pelo que vimos acima, nfio existe uma estratégia para A com a

qual ele alcance B qualquer que seja a estratégia adotada por B.
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