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Raizes de Polinébmios com
Coeficientes Inteiros Limitados

Jairo da Silva Bochi

O resultado principal deste trabalho € o seguinte (teorema 17}

O fecho do conjunto constituido pelos niimeros reais x tais gue p(x) = O para
algum polinémio p com coeficientes inteiros limitados entre -M e M é atinido dos

intervalos [-(M + 1), - (M+ D) e (M+ 1), M+ 11

Este resultado estd situado num problema amplo que consiste em estudar o
conjunto das rafzes de uma familia de polindmios cujos coeficientes sdo restritos
por certas condigdes. O trabalho [2] analisa polindmios cujos coeficientes sdo
zeros e uns, provando que o fecho do conjunto das raizes complexas destes
polindmios € conexo por caminhos, Fste conjunto, alids, tem aparéncia fractal.
Existemn ainda resultados relacionando raizes 4 irredutibilidade de polinSmios.
Raizes de polindmios com coeficientes aleatdrios ocorrem em alguns problemas
cientificos e de engenharia.

Consideraremos aqui a familia de polindmios com coeficientes inteiros entre
-M e M, para M genérico. Serd necessdrio analisar também séries de poténcias
com os coeficientes restritos pelas mesmas condi¢des. O resultado principal é
obtido ntilizando propriedades elementares de andlise real. Obtivemos também
alguns resultados no plano complexo e para estes usamos algumas propriedades
conhecidas de varidvel complexa.

O presente trabalho foi realizado dentro de um projeto de Iniciacio Cientifica
do CNPq sob a orientagéio do prof. Artur Lopes.

Seja M e N ={1,2,3,...} fixo. Definimos os seguintes conjuntos limitados
de nlimeros inteiros

T=lhe Z; WsM, T=T-{0,

Definimos a familia de polindmios com coeficientes em I
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G
F’Ci=[p; p(D):Zak‘D", GeN, aqel,Vk, aO#O].
k=0
\
(Excluimos os polinémios com termo constante zero porque suas raizes ndo-nulas
sdo também raizes de polindmios de menor gran,) Estamos interessados nos
seguintes conjuntos de raizes:

Pcz{ze C,3pe Pcital que p(z) =0}, Pr=P¢M\R, Po=PcM Q.

Observe que Pci € enumerdvel: para cada G existem 2M (2M + 1)¢ polinémios
p e Pcide gran G. Assim, P também € enumerivel.
O conjunto Pg é descrito pela proposigiio abaixo.

Proposiciio 1. P, = {% ;o m,ne I"*}.

~ ~ m sz . ~
Demonstragdo: Se m,ne ™, entdo x= e Po , pois € raiz da equacio

nx —m = 0. Reciprocamente, suponha que % € Py seja uma fra¢do irredutivel.
Temos, para algum p € Pci,
m G
—) = kip—k —
ol n) Z_;‘ amn 0.
Multiplicando por n%,
agn® + aymn' + - + ag.m®n + agm® = 0.
Sendo a, # 0, temos m = 0 e assim

agh®

=—(an® +apmn® 2 + -+ agm%In + agmy.
m

Logo m divide apn®. Mas m é primo com n ¢ entfio m divide g,. Assim
Il < lagl < M. De maneira andloga, 0 # lnl < lagl < M,
A préxima proposiciio mostra a simetria de Pe.

Proposicio 2. (ze Pc= ~z¢ Pc,
(ize Pc=>z7le P,
(iiize Pc=>z7€ Pc,
(iv)z"e Pc, ne Z-{0}=ze Pc.
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Demonstragio:

(i) Dadoz e Pc, sejap(v) = 2: a* e Pci tal que p(z) < 0. Entfo -z é raiz
de p1(v) = 3 (1) av* = p(-v) € Pei.

(i} Dadoz € Pc,sejap(v) = 23 apv* e Pcitalqueag # 0 ep(z) = 0. Entfio
7! (observe que 0 & P¢) éraiz de pi(v) =vlp(v 1) = ZOG au®* e Pal.

(iii) Se z & raiz de p(v)= Y, apt € Poi, entfio 7 também & raiz de

- G —
pip@ =2, at=p@=0ep@=0.
(iv) S¢ precisamos demonstrar para n positivo, devido ao item (ii). Se z* é
. G . G )
raiz de p(v) = ZO aof e Pai, entiio z & raiz de py(v) = p(v") = ZO ayo™ e Pai.

Na proposicfio seguinte obtemos limites para Pg .
Proposicio 3. Ppc]-(M+ 1), - M+ 1)y M+ 1), M+ 1L

Demonstrac@o: Basta provar a afirmacio
xz2M+1=xe PR

A proposicio segue desta afirmacfio, pois se x € Pg, entiio pela propo-
siclo 2, Id,lkle Pr e pela afirmagio, I, <M+1, donde
(M+1)" <ldl <M+1.

G

Seja entio x=M~+1. Dado qualquer p('o):z av* e Pci , mos-
k=0

traremos  que p(x)#0. Ora, x & positivo e agy2-M. Entio

G-1 G-1
p¥) =ac®+ Y ad 2aex®-MY x*. Sendo x>1 podemos escrever
=0 k=0

x—

-1
p(x)ZanG-Mx =M +{ag—

M x%. Suponha que ag > 0. Neste
x—-1 x-1 1
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~ M , .
<l<ag e entio ag— >0 . Além disso x%> 0, donde
G

caso, 0<
x—1 x—-1

p(x) > 0. Se for ag < 0, o caso acima implica (—p)(x) > 0, i.e., p(x) < 0. De qual-
quer modo, p(x) = 0. (Evidentemente excluimos o caso ag = 0).

Vamog agora voltar nossa atencdo s séries de poténcias com coeficientes em
T'. Definimos a familia

Sci={f; fv}=Y av*, ael,Vk az0)
k=0

(Excluimos as séries com termo constante zero porque suas raizes nio-nulas sio
também raizes de outras séries em que o termo constante ndo se anula.) Observa-

mos que Sci € uma familia nfo-enumerdvel de fungdes. Além disso, Sci > Pci.

Proposicdo 4. Toda f € Sci tem raio de convergéncia 1 ou o, Além disso, f
tem raio de convergéncia o se ¢ somente se f é um polindmio.

Demonstracdio:  Se  flv) =Z: a0* nio é um polindmio, entio

A={k21; a#0| é infinito. Logo 1 < lgl'"* < MV*, Vke A. Fazendo k — oo,
temos'limy < 4 la)i* = 1. Mas 1/R = lim sup lgl'* e assim R = 1.

Doravante consideraremos todas as fungdes em Sci como definidas apenas
no disco B(0;1). Sio, evidentemente, fun¢des analiticas,

Definimos os conjuntos de zeros
Se={ze C;ld<1, 3fe Scitalque fiz)=0], Sp=Sc MR-
Valem as inclusBes Pe~ B(O;1) = ScePrn]—1, 1[c Sk

A préxima proposigiio exibe algumas propriedades bdsicas de S¢ .

Proposi¢io 5. () ze Se¢=—z¢e Sc,
(ize Sc=ze Sc,
(ii)z"€ S, ne N=ze S¢.

Demonsiragdo:

(i) Dado z € Sc, sejafiv) = Z: av* e Sci tal que f{z) = 0 . Entio —z é raiz
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de fi(v) = Z:(—l)kak'uk e fl—0) & Sci .

-,
A

(ii) Se z é raiz de flv) = Y ayv* e Sci, entéio 7 também é raiz de f -
]

e G G
flz) = lim. 20: aZt=lim Y @zt =f(z)=0"

G
@) Se 2" & iz de flo)=), aw'e Sci, entio z & iz de
A =fvY) =Y aw™ e Sci.

Proposiciio 6. Spc ] -1, -(M+ DU [(M+ 1)1, 1[.

Demonstragdo: Basta provar a afirmagdo

O<x< ! 1_:>x£ Sw.

A Proposiciio segue desta afirmagHo, pois se x € Sg , entdo pela prop. 5, Ixl € Sg
e pela afirmacio, ou IxI<0 , ou Idl=2 (M + 1)-'. Sendo x-0¢ Sg , temos
(M+1)' << 1.

Seja entdo 0 < x < (M + 1), Dada qualquer f{v) = 2 apo* e Sci, mostra-
k=0

remos que f{x) # 0. Ora, x é positivo e &, = —-M. Entfo

ca .

jtjt)_:: ap + :E: £Ikxk = dg — :E: xF= dg —

k=1 k=1

- X

Sendo x'> M+ 1, temos <1 e fix) > a,— 1. Suponha que seja ap > 0.

xt-1
Neste caso, ap— 120 , donde fix)> (0. Se for @, <0 , o caso acima implica
(—H=x)>0,ie, flx) < 0. De qualquer modo, f{x) # 0.
Para demonstrar a préxima proposicao {prop. 8) precisaremos do seguinte
lema, que é uma adaptagio do Lema 3.1 de [2].
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Lema 7. Sejam z um mimero complexo fixo, lzZ1 < 1 e W < C um conjunto
limitado tais qgue W <z v (a + W), '

ae AN

Nessas condicdes, todo wy € W € da forma wy = z azt, coma, e T, Yk Em
k=1

particular, se W T # ¢, entioz € Sc.

Demonstragdo: Dado wye W existem o, T e wye W tais que
wo = a,z + zw,; . Indutivamente, para w,,_, € Wexistema,, € I'ew,, € W tais que
Wiy =Cp I+ ZW,, . Substituindo, temos

fd
Wy =Z + @32° + 22wy = v = 2 a2+ z"w,, . Agora fazemos m — e . Ora,
k=1

7"w,, — 0, porque Izl < 1 e w,, é limitado. Assim, w,= Z amzt. Sew,e T z €
k=1

uma raiz de f{v) =— wo+ ¥, aiz € Sci.
k=1

Proposico 8.1- 1, - (M+ D u[(M+ 1), 1[ < S,

Demonstragdo: Seja £X={x;xe X ou -xe X}. Dado um ntimero
xe *[(M+ 1), 1] seja W= [-1,1]. Entio
xU{@a+W)=xUla-1,a+1]=

ael eel
=x[-(M+D), M+ 1] =[- M+ DI, (M+Dlx] > [-1,1]=W
(A ultima inclusio decorre da hipdtese IxI= (M + 1)) Além disso,
W AT* =i-1,1} # ¢. O lema 7 fornece x € Sc "R = Sg.
Os resultados das proposices 6 e 8 podem ser reunidos no seguinte

Teorema 9. Sgp=1-1, -~ + D] (M + 1), 1L

Observamos que Sy éfechado em]-1,1[. Aproposigfio seguinte (prop. 11) mostra
que algo semelhante vale para Sc . Antes porém precisaremos do lema abaixo.

Lema 10. Toda sequéncia de fiungdes em Sci possui wuma subseqiiéncia que

R,

i
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converge pontualmente para um fungdo em Sci, sendo a convergéncia uniforme
em todo conjunto compacto contido em B(0;1).
N
Demonstragao: Seja F  Sci o conjunto das fungGes da seqiiéncia. Se F é
finito, basta escolher uma subseqiiéncia constante. Suponha F infinito. A demons-
tragio basear-se-4 no fato de que os coeficientes das fungdes em Sci estéo num

conjunto finito I'. (Usaremos a notacfio coef (f) =a; , onde f(v) =2wakn" )
. 0

Podemos achar um niimero g, € I™* e um conjunto infinito #, c F tais que
coefo(Hl =ay , Vfe Fo . Indutivamente, dado F,., infinito, achamos @, T e
F,c F,_, infinito de modo que coef,(f)=a,, Vfe F, . Formamos assim uma
sequéncia de conjuntos infinitos F > F, o F, o --. Escolhemos fy € Fy , € por
indugdio,f, € F,—{fs . fi ..., fua] Temos 0 < k < n = coefy(f,) = 4 . Finalmente

definimos g{v) = 2.,. a;vF € Sci. Entio
1]

o

F(0) — g(v) = R(V) = et 2 b VF, com b, <2M .

k=0

Seja K < B(0;1) compacto. Podemos achar r < 1 tal que XK < B[0;r}. Entfo, para
todove K,

- 2M ! .
R = ot T byl <5 szi”_rr .

k=0

. L. unif . , unif
Assim, no dominio K, R —> 0, isto &, f, —> g.

Obs.: Uma outra alternativa para demonstrar este lema € usar andlise com-
plexa (teorema de Montel - veja [1], por exemplo).

Proposicio 11. S.. é fechado em B(0;1). (Isto é, Sc=Sc N B(0;1). )

Demonstragdo: Basta provar a inclusiio S¢cnB(0;1) © S¢ (a reciproca é
Sbvia). Seja entfio ¢ € S¢ n B(0;1). Existe uma seqiiéncia (f,) em Scl com rafzes
z, € Sc que tendem para c. Seja K < B(0;1) o compacto K ={c, z, 21, - - -} (Aqui
usamos o fato de que Icl < 1 ). Usando o lema 10, podemos, por simplicidade,
supor que a seqiiéneia (f,) converge uniformemente para /e Sci no dominio K.
Entdo, dado £> 0, existe n, tal que m > ny = 1£.4z.) — flz.) <€, Vn. Assim,
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n>ng = [ fz,) | =1£z,) — flz.) | < £. Isto mostra que f{z,) — 0 donde, por conti-
nuidade, f{c) = 0. Segue que ¢ € S¢ .

Exploraremos agora algumas relagdes entre os zeros das séties e 0s z.2ros dos
polindmios. Isso vai nos permitir caracterizar o conjunto Py .

O teorema abaixo mostra que, no espago B(0;1), o conjunto Pc M B(0;1) é

denso em S¢ .
Teorema 12. S = Pc n B(0;1).
Demonstragdo: Temos Pc ~B(0;1) = Sc nB(0;1) = S, pela prop. 11. Resta

mostrar que Sc < P . Dado z € Sc , existe f{7v) =’ a,v* & Sci, com dominio
k=0
B(0;1), tal que f{(z) = 0. A fungfio £ tem suas raizes isoladas (porque € analftica), e
assim podemos achar 2r > 0 tal que f nfio se anula em B[z:27] ~ [z} = B(O:1).
Definamos agora a seqiiéncia de polinémios p,(v) = 2 avte Pci,comne N .
k=0
Pelo Teorema de Hurwitz (Teor. VIL.2.5 de [1], p. 152), existe n* tal que, para
n>n",p, e f #€m o mesmo nimerc de raizes em B[z;r], se as raizes forem
contadas de acordo com as suas multiplicidades. Logo podemos achar, para cada
n>n’, um z,€ Blgr] tal que p,(z)=0. Entio limf(z,)=0, porque

-y o0

If(zu) i= If(zn) —pri(zrl) < sup Iﬂn) —pn(D) | = 0. Afirmamos que z, —> z. De

ue Blzr]
fato, se a afirmagio fosse falsa, para algum £>0 o conjunto
A= [n >n* e<lz, -z r] seria infinito. Assim, por compacidade, poderfamos
obter uma subseqiiéncia (zn), com n; € A, convergindo para um 7 # z. Entio

0=1lim fzy) =f{lim zy \=f(’}, ¢ f teria outra raiz 7’ em B[z;r], absurdo. Logo,
' §

Jea 300 .

vale a afirmagdo. Estando a seqiiéncia (z,) contida em P , temos z € Pg .

Mostraremos a seguir que vale o resultado andlogo ao teorema 12 para o caso
de raizes reais, isto &, que Sg = Pg n ]— 1,1[ . Ademonstracgo consiste basicamente
em provar que os zeros reais das séries podem ser arbitrariamente aproximados
por zeros reais dos polinémios,

Se queremos aproximar um zero x de uma fungiio fe Sci por zeros de
polindémios, a maneira mais natural é achar uma seqiiéncia p, em Pci, com
respectivos zeros x, , de modo que x, tende a x. No caso complexo (x,x, € C) isso
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é sempre possivel, como vimos na demonstragio do teorema 12. Porém, no caso
real, é possivel que existam séries em Sci com raizes reais cujas aproximagdes
por polindmios de Pci ndo possuam rafzes reais pa vizinhanga. Porém, o lema a
seguir mostra que a “maioria” das séries ndo se comporta desta forma, e isto serd
suficiente para a demonstracfio do teorema.

Lema 13. Seja fv) =Y av* € Sci tal que os conjuntos k=20, a2 M e
k=0
{k 20, a.# —M} sefam ambos infinitos. Nessas condigdes, se xy € 10,1{ € zero da
Jfungdo f ent@o x, € Py .

Demonstracéio: SejaV < 10,1[ uma vizinhanca compacta de x, . Mostraremos
que existemx € Ve p e Pci tais que p(x) = 0. Como f nio € identicamente nula,
existe x; € V tal que [xp,x,] = V e flx,) # 0. Podemos supor f(x;) > 0 (se fosse
flx,) < O bastaria trocar f por —f).

Construiremos agora uma seqiiéncia de polinémios p, em Pci, tendendo a
f uniformemente em V, tal que p,(x) < fix),¥x € V. Sejaentiio s =sup V. Temos
0<s<1. Logo existe m >0 inteiro tal que Ms™"' <1 -5. Sendo o conjunto
[k = 0; o= — M} infinito, podemos escrevé-lo na forma {kl <hp < <hy <ol
Defina agora os polindmios

k,+m

pu(D) = Dk" + 2 akuk

*=0

E facil ver que esta seqiiéncia estd em Pci e converge para f uniformements nos
compactos (de } ~ 1,1[, é claro). Além disso, dado x € V, temos

f(x) '_pu(-x) =x+ i akx" = xk+ i (—M)xi' =

k=k Am+] k=k +m+1

hd 1
=xb (1= Mxmt Y 5y = x* {1 - Il;bc }

=0 *

M xm+i

- X

O iltimo termo & positivo, pois 1 —x— Mx™*'1 21 -5 - Ms™' >0 = <1

Assim, p,(x) < f{x).
Deste modo, temos:
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Ve>03n e Ntalque n2n, = f(x) — £ < p,(x) <flx) Vx e V.

Seja e~—-% f(x)>0. Definindo p=p,, , temos, pelas desigualdades acima,

Plae) <0 € p(x)) >0 . Pelo teor do valor intermedidrio, existe um ndmero
x € [xx;] talque p(x)=0. '

Teorema 14. Sy = Py ~]-1,1[.

Demonstragdo: Temos Pg n]-1,1[ « Sz n]—1,1[ = Sg, pela prop. 9. Resta

mostrar que Sg < Py , isto &, que o conjunto L= Sy ~ Pr & vazio. O fato abaixo
vai simplificar a demonstragfo.

Afirnagdo: xe L= ~x¢e L.

Prova: Pela prop. 5-(i), —xe Sp. Aldm disso, Je>0 tai que
y-xl<e=ye Pr.logoly—(-nl<e=I(-y)-xl<e =~y Py = (pelapro.
2-(i)) y ¢ Pg.Isso mostra que —x ¢ Py.

Assim sendo, € suficiente provarmos que L, = {x € L; x> 0} é vazio. Supo-
nhamos que existe x € L, . Existe ¢ > 0 tal que [x — £, x + &] N Pr= & . Devido

ao teorema 9, existe um intervalo fechado J =[x tal que x e J o Sg N 10,1] .
Defima I'=J N [x—g, x+e]. Assim, / c Sg é um intervalo fechado néo-puntual
de mimeros positivos tal que 7 Pgr=4¢. Dado x, e I, existe fc Sci tal que

f(x) = 0. Devido ao lema 13, devemos ter fe F, onde F é a familia de funges

F={fv)=Y a,* e Sci;existem ¢ € {~M, M } e K = 0 tais que
k=0

kzK= ak=c}

E facil ver que ¥ é enumerdvel. Mas cada fungdo f e Sci tem um mimero finito
(2 0) de raizes no compacto I c ] -1,11[. Logo o conjunto de todas as rajzes em /
de funcBes em F é enumerivel. Chegamos a uma contradigio, pois esse conjunto
¢ o préprio 1, que é nfo-enumerivel.

Apresentaremos dois coroldrios importantes do teorema 14, mas antes de-
monstraremos um fato simples sobre os fechos:

Proposicio 15.ze P z'e Pe;  xe Pre>xle Py
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Demonstraco: 7z € Pe=> existe seqiiéncia (z,) em P convergindo para
z= a seqiiéncia (z;‘) esti em Pc (pela prop. 2-(ii)) e comverge para

A

7zt = z7l € Pe. A prova é andloga para o caso real.
Corolério 16. Pc "R = Py .

Demonstraciio: E suficiente mostrar que Pc "R < P . Sejax c PcnR. Se
lxl < 1 entfio, pelo teorema 12, x € Sc n]-1,1[ = Sg & pelo teorema 14, x € Pr. Se

lxi = 1 entfio x € Pge se lxl > 1 basta usar a prop. 135.
O resultado abaixo é mais uma conseqiiéncia direta do teorema 14, mas
vamos enuncia-lo como teorema devido 4 sua importincia.

Teorema 17. Pg=[— (M + 1), - (M + )" Tu M+ 1), M+ 1]

Demonstragdo: Temos pela prop. 3, P £ [(M + 1), M +1]. Segue dos
teoremas 9 e 14 que+ [(M + 1)!, 1[ < Pg. Pela prop. 15,%]1,M + 1] ¢ Pg. Temos
ainda {—1 ,1} C Pg, 0 que completa a demonstragio.
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