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A desigualdade de Bernoulli
do ponto de vista do célculo

Geraldo Avila e Walter Mascarenhas

E bem sabido que a desigualdade de BernoulH,
(1+xy=1+nx, L)

é vélida para todo inteiro positivo n e x = —1. Na verdade, essa desigualdade é
vilida num dominio mais amplo da varidvel x, como veremos abaixo. Sua
demonstragio por indugfio também é bem conhecida, e se faz assim: suponhamos
a desigualdade verdadeira para um certo n. Entfio, multiplicando ambos os
membros de (1) pelo mimero ndo negativo 1 + x (e é aqui que se faz uso do fato

de que x = —1), obtembos:
I+ z(1+nd(l+)=1+x+mx+n@21+{n+ 1k,

que € a mesma designaldade (1) com =+ 1 em lugar de n. Como, por simples
inspecdo, podemos ver que a desigualdade é verdadeira para » = 1, concluimos
que ela € verdadeira para todo miimero positivo .

Certa vez, ao ver essa demonstracfio numa aula de Andlise, um aluno
perguntou: “Professor, essa desigualdade ¢ verdadeira em x < —17 Se verdadeira,
para que valores?”

A demonstragfo por inducfio nfio responde a essas perguntas, que podem,
todavia, ser completamente esclarecidas com os métodos do Céleulo. Como
veremos a seguir, esses métodos conduzem a uma interessante demonstracio da
desigualdade de Bernoulli, que €, ac mesmo tempo, uma boa ilustragéio de como
esses métodos do Céleulo, combinados com a visualizagéio geométrica, sdo de
grande alcance e muito poderosos.

Comecemos com os grificos da fungdo f{x)=(1 +x)" e de sua tangente
g(x)=1+nx em x=0 (a propdsito, o grifico de f é o mesmo que o de y = x"
transladado uma unidade para a esquerda.) e procedamos a estudar a fungo
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h=f— g pelo exame de suas derivadas primeira e segunda. Temos: .
Ax)=(1+x)0—1-nx; K@) =n[(1+x)"-1];
hf.r(x) = n(n — 1)(1 + x)u-E-

Consideremos primeiro o caso mais fécil, quando » € par, n = 2. (Veja a Fig.
1.) Entiio &’ é crescente para todo x e (0} = 4(0) = 0. Isto prova que a desigual-
dade (1) é verdadeira, no sentido estrito, para todo x, exceto x =0, onde vale o
sinal de igualdade, sempre que n = 0 for par.

L
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Suponhamos agora que » seja fmpar, # 2 3. (Veja a Fig. 2) A derivada 4" &
negativa em x<-1 e positiva em x> -1, donde /2 ser céneava (concavidade
voltada para baixo) & esquerda de x =~1 ¢ convexa {concavidade voltada para
cima) i direita. Além disso, 2(x) tem um maximo positivo 2(n— 1)emx=-2¢
minimo zero em x = 0, donde concluirmos que existe um x, entre -3 ¢ -2 tal que a
desigualdade (1) é verdadeira no sentido estrito para x > x, , exceto em x =0,
onde vale o sinal de igualdade, sempre que n 23 for impar. (Observe que para
n =3, x, =3, como ¢ facil verificar,)

Como se v&, claramente, essa apresentagio da desigualdade de Bernoulli com

os recursos do Céleulo, enriquecida com a visalizagiio geométrica, € bem mais
reveladora e elucidativa que a demonstragio por indugfo. Ela mostra, em particu-

lar, que a desigualdade é valida para todo x > 2.
Essa demonstracio pode ser apresentada num primeiro curso de Céleulo,

y
y

Figura 1
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Figura 2

quando do estudo de esbogo de curvas; e € uma boa aplicagiio das derivadas
primeira e segunda. Ela pode até ser apresentada mais cedo no curso, quando se

mostra que a derivada de y =x" é y = nx""!; neste caso é preciso utilizar mais a
visualizagio geométrica, escrever a equacio da reta tangente a curva no ponto
x=1 e transladar uma unidade para a esquerda essa tangente e o gréfico de
y =x". Tudo isso & um bom exercicio sobre fungSes e gréificos.

Mostraremos, em seguida, que a seqiiéncia x, é crescente e converge para
—2. Provaremos primeiro esta iltima parte, que € mais ficil. Observe que de agora
em diante n é sempre impar.

A seqiiéncia x, converge para —2

Para provar que x, — -2 é conveniente escrever qualquer x entre -3 ¢ -2 na
forma x=-2 — 3, onde 0 < 8 < 1. E facil ver que, qualquer que seja § nessas
condi¢des, existe N tal que a funcio (observe que » € impar, portanto, do tipo
n=2k+1)

HE) =h(x)=(2+8n—1—-(1+8)

torna-se negativa para todo n = 2k + 1> N. Isto prova que x, > —2 — & para todo
n=2k+ 1 >N, portanto, que x, — —2 como desejado.

A segiiéncia x, é crescente
Para provar que a seqii€ncia x, € crescente, pomos x, = -2 — z(n), onde, para
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n=72k+1>3,0<z(n) < 1. Teremos:
Hz(n) =12+ zmln—1 -1 +z(m]"=0. . ' (2}
ComoH(1)=3n-1-2<0e H(1/n)=2n— (1 + 1/n)* > 6 — ¢ > 0, vemos que

Lecwm<t. 3)
n

Vamos agora encarar # como varidvel continua. Entdio, derivando a equagdo
(2) em relagéio a n, obtemos:
24z+nz —n(l+2)" -1 +2)"In(l+2)=0,
portanto,
_n

l4+z-1+217=1+zyh(l+2)-2-z
1+z

ou ainda, em vista de (2) e (3),
1—:1_-(2+z)(1 -m=C2r+nz—In(1+2)—-2-z>2nn(l+z)-3
z

=2n(l+zy—3=2InC2r+nz-1)-3>2In2n-3>2In6-3>0.

Dagui e do fato de ser (2 +z)(1 — n) < 0, concluimos que z’ < 0. Isso prova que a
seqiiéncia x, é crescente, como queriamos demonstrar,
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