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Uma aplicagdo de equagoes
diferenciais 2 um problema
elementar em probabilidade

Artur Lopes

Vamos apresentar a seguir uma aplicacio interessante da Teoria dos Sistemas
de Equagdes Lineares a um problema elementar em probabilidade.

Considere uma maquina que pode se apresentar em dois estados: funcionando
ou estragada, Associamos ontimero 1 2 miquina funcionar e o niimero 0 2 méquina
estar estragada. Vamos denotar por X, este estado no tempo ¢ e que serd ou zero
ou um.

A miquina em consideracio pode estragar ou (sendo consertada) voltar a
funcionar a qualquer momento, Sendo assim, analisandoe o comportamento da
maquina a partir de um tempo ¢ = 0 o estado da miquina seria descrito por um
comportamento X, do tipo que mostra a fig. 1

X() A

A

v

Fig. 1

Gostariamos de saber a probabilidade da méquina estar ou nfo funcionando
em um tempo ¢. Esta probabilidade serd dada por p, (#) enquanto po() vai denotar
a probabilidade da méquina estar estragada.

Portanto, p1(8) + pe(t) =1, V=20,
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Esta probabilidade se torna importante quando estivermos considerando uma
fibrica com varias méquinas de um certo tipo (digamos 10.000), e desejarmos
saber a cada tempo ; quantas delas (qual proporgio ou equivalentemente qual
probabilidade) estariam funcionando e quantas estariam estragadas.

Inicialmente, o finico conceito que vamos necessitar de probabilidade € o
conceito de probabilidade condicional.

Definiciio: A probabilidade condicional que ocorrendo B, vi acontecer A é
dada por

PAeB)

P(A/B) = P 5)

Por exemplo, podemos pensar que A significa ser aprovado no vestibular ¢
que B denota ser aluno de um colégio X. Sendo assim, a probabilidade condicional
de ser aprovado no vestibular, dado que estudou no colégio X é o quociente do
mimeto de alunos do colégio X aprovados no vestibular, dividido pelo mimero de
alunos do colégio X que fizeram vestibular.

Vamos supor que o processo em consideragiio é Markoviano ¢ homogéneo.
Somente com estas hipSteses conseguiremos obter a expressio analitica das
probabilidades da miquina estar ou nio estar estragada em tempo 7. Em breve, ao
longo de nossas consideragBes vamos explicar o que exatamente significa isto.

Vamos denotar por
Pity=PX, =il Xs=]l,

i,j e {0,1} onde X, denota o estado da maquina 1 (funcionando) ou O (estragada).
Note que

P+ Pu(n=1 1)
Vjielol.Vie R
Isto se deve ao fato que ¢ fixo e j fixo

Pu(d) + Pp(=P(X,=01Xo=j)+ P(X,= 11 Xy = ) =

PX=0cX=j) PX=1eXo=) PX=)_,
P(Xo=1) PXo=]) PXy=J)
A pendltima ignaldade se deve ao fato que os conjuntos {Xf =0eXo=jle
[X, =1 e X, =j} sdo disjuntos e sua unifio € o conjunto {Xo = /.
A evolugiio temporal da matriz




46

Polt) Poft)
Po(8) Pu(®)
¢ extremamente importante para identificar po(f) e p,(1).

-
n

Note que se no tempo ¢ = 0 as probabilidades da méquina nfio estar ou estar
funcionando sdo respectivamente pg(0) = pg e p1(0) = py, entdo

P =PX,=0)=P(X,=0eX,=0)+P(X,=0eX,=1) =

=P(X!=OCX(}=O) P(X0=O)+P(XJZOCX0=1) P(X(): 1):
P(X,=0) Po=1)

= Poo(D)pa + Po(t)p,
Da mesma maneira
PN =PX,=1)=PX,=leX=0)+P(X,=1eX,=1)=

SEEELeX=0) py gy PEEIeKZD) by gy
PX,=0) PXo=1)

= Py (8)po + P (t)p,

De maneira sintética obtemos

Po(®)}_(Poo(t) Pu(8))(po @)
pe) | |Pu(® Pu(t) ||
Sendo assim, descobrir a evolugo de

P() = Poo() Prolt)
Py (D) Pu(®

vai resolver o problema que estamos interessados que é afinal de contas encontrar
pol?) e pi(2).

A questdo €, portanto, encontrar quem é P(7).

Note que

P(0) = ({l) (1)}

pois P(X, = | Xp=1i) = ;. Ainda, a soma de cada coluna de P(7) é igual a I (ver
(1)

Vamos fazer algumas hipéteses sobre o modelo. A primeira é que o sisterna
¢ homogéneo, isto é, '
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P(X, =il X, =j)=PXep= i1 X =])

Vin,he Rp>n>1

O sistema é homoggneo, se a transalagdo tcmporal por t ndo altera as
propriedades de transi¢do como descrito acima.

A segunda hipétese é que o sistema seja Markoviano, ou seja, que

PX,=il X, =j, X, =k)=P(X,=i1X,,=k)

onde ¢ > t, > t;. Em outras palavras, o sistema é Markoviano se néo tem memoria,
e tudo o que acontece no futuro dependente apenas do tltimo instante (7} (do
presente) e ndo do passado (1;).

Com estas hipdteses podemos obter a equagiio de Chapaman-Kolmogoroy
que € expressa por

P, (t4+7) =P, (f) . Py (T)+ Py (1) Py (1) paratodo ije (0,1} (3)

Uma forma matricial compacta, envolvendo o produto das matrizes
P(f) e P(1), permite escrever a expressio acima como '

P(1) P(1) = P(t + 7).

Vamos agora demonstrar (3).
Ora

P+ 1) =PXu=jlXo=10)=
PX:=j . X, =01X=0+PX=j X,=11X=0)=

PXu=j, X=0,%=10 P(Xfﬂ =, X=1,X=i
P(X,=1) P(Xy=1i)

PXu=j X=0,%=i) P(X,=0,X,=1)
PX,=0,X;=1) P(Xon=1)

P(X,H::j,X,: ]_,X{JZE-) P(Xr= LX(}:i)
PX,=1,X=1i) P(Xo=1)

=P(Xue=j1X,=0,Xo=1) P(X,=01X,=1)
P =j1 X =1, X0 = ) POG=11X0=1)
=P(Xp=j1X,=0) P(X, =01 Xy =)

FPEne=j1X=1)PX,=11Xo=10).
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Aniltima igualdade segue do fato que o processo & Markoviano.
Sendo assim,

Pyt +7) = P(Xui=j 1 X,= 0) Po(f) + P(Xoei=j 1 X, = 1) Pu(f) =
PX.=j1X,=0) Pu(t) + P(X. =j [ Xy = 1) P,y (2).
A tiltima igualdade segue do fato que o processo é homogéneo.
Concluimos, portanto, que vale (3), ou seja, para quaisquer i,j {O, 1]
P,:,:(l‘ + T) = P;g(l‘) P()j(t) + P,](I) Pu('[:).
A oltima hipétese que faremos ¢é que existem as derivadas
Poo’(0), Por’(0), P1o(0) e P11 (0).

Para ¢ fixo, derivando em relacfio a © a equagio de Chapman-Kolmogorov
obteremos para i, j e {0,1}

ﬁEP"f(”“ 1) = Polf) P,y (5) + PPy} ().

Considerando t = 0, para qualquer , j  [0,1} temos que

dP(t+ 1)

Py = P

=Pi(0) Po/(0) + Pu(2) P,/ (O).

=0

Estas equagGes podem ser escritas como

Poy/(2) = Poo(2) Poo’(0) + Poy (1) P1o'(0) )

Poy'(1) = Peo(2) Poi'(0) + Pou (1} P1a’(0) ®)
c

PID;('T) = Pro(£) Pen'(0) + Puu(7) P1o’(0) {6)

Py(8) = Pro(t) Poy'(0) + Pui(#) Pu/(0) (N

Note que vale Pgy'(0) < 0 porque Pg(0)=1e por sua vez Pgol?) tem que ser
menor ou igual a 1.

Note também que P,,"(0) < 0 pela mesma razdo.

Ora Ve R, Pool(r) + Por (1) =1 e Pro(£} + P11 (¢) = 1, portanto derivando te-
mos que se Pg;’(0) = p = 0, concluiremos que Poy’(0) = —\.. Da mesma maneira se
P1o"(0) = A > 0, teremos que P;,’(0) = —A.

As equages(4) e (5) correspondem a
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Pog’ (1)) _ (Poo’(0) Pro’(0) ][ Fool®)}_ {1 A Y { Poe(?)

Po'(1) Po'(0) Py/(0) || Par(?) Ho=A || Pu() | ]
e as equagdes (6) e (7) correspondem a

Pio’(0))_[Po’(0) Pro(0)}(Pral))_[—1t A Puls

Pu(D) Po"(0) Pi(0) || Pul) w=A P ]

Sendo assim, (Puo(f), Poi(£)) € (Pi(f), Pu(2)) correspondem a solucdes da
mesma equagio diferencial

X(t) = (”:L _’\;J (1) ,

x(¢) € R?, com condi¢Bes iniciais respectivamente (1,0) e (0,1} (isto porque

(P(0), Pun(0)) = (1,0) e (P1o(0), P{0)) = (0,1)) -

Algumas palavras sobre sistemas de equagdes diferenciais lineares cabem
aqui.

A solucio x(f) da equagio diferencial linear (ver [Sh

M OE (f?‘ Z] x(f)

com condicdio inicial x(0) = x, € R* ¢ dada por

n

ah

x{(f) =e [ d)' x(0).

c

Para saber o que é a exponencial ¢! de uma matriz A (como mencionado
acima) precisamos da préxima defini¢fio:

Definicfio: A definicfio de e*, onde A € uma matriz n porn &

1 L L N
T+A+or ATh o AT A
onde I é a matriz identidade.

Esta definicfio estende naturalmente a definicio usual de exponencial e* de
um nimero x na reta real.

x 0

E)Kemplo:e(U X’L eg e(lJ

E de ficil verificagdo.
Para fins priticos de calcular exponencial de uma matriz, a seguinte porpo-
sicio é muito 0tl.

T
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Proposicio: Se A = BCB-! entiio ¢4 = Be€ B-L.
Esta proposigéio (de ficil demonstragio) sugere que o problema de calcular
a exponencial de uma matriz A diagonalizdvel, por exemplo siiponha que

_ x 0 -1

A=B ( 0 xZJB ,
recai em saber encontrar a matriz B que diagonaliza a matriz A. Isto porque, pelo
exemplo acima, j4 sabemos como calcular a exponencial de uma matriz diagonal.
A matriz B pode ser obtida facilmente como a matriz cujas colunas sio os

autovetores de A.
No que vamos considerar a seguir a matriz A serd a matriz

)

O polinémio caracteristico da matriz
- A
n—A

€ x*+ (A+p)x. Logo os autovalores x da matriz acima sfio respectivamente
X =0 ex;=—(A+ ).
Um autovetor associado a 0 é

A
L+A L+A

e um autovetor associado a —(A + 1) é (1,-1).
A matriz das derivadas (P;'(0)); ;e fo.1) ¢ chamada de gerador infinitesimal do

processo.
Logo
A Y
— A )| utR 0 0 AR :
Bo—A B L [O-M ) )

L+A A
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B 1 1
L+A 0 0

T (e (o O T S
LA 1+A u+A

Vameos agora usar alguns resultados mencionados acima sobre solugSes de
equagdes diferenciais lineares.

A partir da dltima proposigfio, multiplicando por ¢ e tomando exponencial de
matriz de ambos os lados da dltima expresséo obteremos

A )
- A R 1 1 1
[p _1]’_ LA 0 0 _
€ - 1 0 e (rth M Y
et — -1 —_ o
MA+A A L+A
.,.....l_ -+ Le-(pﬂ.)r L _ l e—{p+1)r
AL A At AU
H .._Le-(lﬂ.l)l _p' — A e-(LH-l)r
A At AL AR

Logo como Py() =1e Py =0
A M

ST —— g~
Poo1) ) _ e(}z —l]' Y_| A M
Pu(h) 0 b peeR)
AU A
e, portanto,
. Y (T
EE} (Poo(D), Pm(t))_(p.+7h ’ ?\"*'i"')- (8)

Este resuitado pode ser interpetado da seguinte maneira: a maquina come-
cando estragada, vai ter no limite quando ¢ tende a infinito uma probabilidade

H

de estar estragada e de estar funcionando.

L+ A
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Analogamente,
A e
ST —_—
Pu@®]_ [].1 ~1J' OV_iM  Atu
=g =
P“(f) 1 L+ ;Lef(;&?\.}r
A A
e da mesma maneira
. A
lim (Pyo(t), Py () = | ——» —H— 1. ©)
bpem A+p A+p

A conclusdo € que se a mdquina estiver funcionando no tempo ¢ = 0 ela vai
ter para grandes valores de 7 uma probabilidade que serd aproximadamente

A :
—— deestar estragada ¢ e estar funcionando.

I+ A ML+ A

Dada as probabilidades iniciais da méquina nfo estar ou estar funcionando,
ou sefa, as condicBes iniciais pge p, entio as probabilidades py(f) e py(1) da
maquina estar estragada ou funcionando em tempo ¢ sio dadas por

_ 4 5) oo
6] n
A partir de (2) obtemos

(Do(2),p1(5) = po{Pon(#), P01 (5)) + P (Pu(h,Ph(D).

Concluimos finalmente de (8) e (9) que independente da condi¢do inicial (das

probabilidades p, e p)) o comporiamento da méquina para valores grandes de ¢ é.

tal que

. A M A p A H

l N 1)) = 3 + L = Ll 5

,LIE (o). (1)) p({u-i-?h H‘*‘?LJ P [u+7& i-l+?‘~] (}.L+7u LA
porque po+p, = 1.

Logo, a probabilidade da méquina estragar a longo prazo é

A
pL+A

independente das probabilidades iniciais.

Note que o resuitado acima é o andlogo para tempo continuo do que acontece
com uma cadeia de Markov com tempo discreto (ver [L]).
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Na figura 2 mostramos o espago de fase (ou seja o desenho esquemdtico no
plano das trajetérias x(¢) € R?) da equagfo diferencial

. _ - A
x(t)—(u _K}x(z‘).

O conjunto denotado por A representa o conjunto dos (p; , p2) tal que
p1+pa=1lep,,ps sdo positivos. O conjunto A como vimos antes € invariante
pelo fluxo associado & equagdio diferencial.

pz ~

| \
N
autovetor N
~
~
\

( utx ' utx ) f_s»
N \
LA/

v

Pj

Fig. 2

Um resultado mais preciso sobre a velocidade de convergéneia de

(po(?) , p(£)) a0 equilibrio (ki - S "
1
2

onde €' € uma constante.
Ou seja a convergéneia tem velocidade exponencial e o valor limite

}é facilmente obtido como

+

Po Y

e
D) Py

JS Ce~thi |

A . . . .
,—E | ¢ obtido (em valor aproximado) muito rapidamente.
At A+p

Referimos ao leitor [C,D] para consideracdes mais gerais sobze o problema.
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