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1. Introducao

A visualizagio do conceito de transporte paralele é uma dificuldade
frequentemente encontrada por alunos cursando (Geometria Diferencial
pela primeira vez. Nessas notas de mini-curso (originalmente apresen-
tadas durante o Coldquio Regional da SBM realizado na Universidade
Federal de Vigosa em 1989) abordamos alguns aspectos mateméticos do
péndulo de Foucault, um exemplo fisico muito ilustrative da nocio de
transporte paralelo.

Um péndulo de Foucault consiste de uma massa acoplada a um cabo de
tal modo que esse sistema seja livre para oscilar ao longo de qualquer
plano vertical. Como um tal péndulo deve oscilar por longos periodos de
tempo a massa deve ser grande, o cabo longo, o suporte bem lubrificado
e construido de modo a permitir pivoteamento em qualquer direczo.

Fixe um plano vertical e ponha o péndulo a oscilar ao longo desse plano.
A observagdo mostra que, apds vérias horas, o plano de oscilagdo do
péndulo precessa em torno do eixo vertical. Por exemplo, nos polos do
planeta o pénduo oscila num plano fixo no espago enquanto a Terra gira
sob ele.
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A medida que a latitude decresce a precessio também decresce e no
equador {uma geodésica da esfera) ndo se constata nenhuma precessao
do plano de oscilacio. Suponha que a Terra ¢ uma esfera e acom-
panthemos o plano de oscilagio do péndulo ao longo de um circulo de
latitude. A interse¢do desse plano com o plano tangente & esfera de-
termina uma reta. Fixe uma reta inicial € ponha o péndulo a oscilar.
A medida que a esfera gira essa reta precessa e mostraremos que apds
uma. volta completa sua posigio é precisamente o transporte paralelo da
reta inicial ao longo do circulo de latitude, ou seja, a holonomia desse
circulo.

No que segue entendemos por planeta , notado P, uma superficie ori-
entdvel mergulhada no espaco euclidiano tri-dimensional E®, sobre o
qual atua um campo “gravitacional” normal G, de médulo constante.
O planeta serd mantido fixe e um péndule de Foucault ideal serd posto
a oscilar sobre ele, sendo que o suporte do péndulo descreve uma curva
suave [' ¢ P. Supomos que a equagdo de movimento de Newton é
verdadeira num referencial ortonormal positive B = {e;, e5,e5} em E3,

Todas as nogdes geométricas aqui utilizadas estdo bem detalhadas em
M. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice-
Hall, USA (1976). Uma outra referéncia sobre o mesmo assunto, aboz-
dando o caso do planeta Terra, é devida a John Oprea, “Geometry and
the Foucault Pendulum”, American Math. Monthly vol. 102 number
6/June-July 1995, 515-522.

2. Referenciais em Movimento

Considere dois referenciais ortonormais, ambos com origem no ponto

.. . 3 _ * % % *
0 do espaco tri-dimensional E°, B = {e;,es,e3} e B* = {e], e}, e}},
sendo que B* se move em relacéio a B. A posi¢io de uma particula p é
dada por:

r=ze; +ye; +zey =x'el +y7el + zvel.

Observe que as derivadas em rela¢io ao tempo nao coincidem em ambos
os referenciais pois, por exemplo, um vetor constante em relacio a um

deles ndo é constante em relagio ao outro. Assim sendo, notamos por

-gg e ﬁ—t as derivadas temporais em B e B*, respectivamente,
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Temos entao :

dr  dz dy dz d*r  dz* dy* dz*

— = + + —e; e — = el ¥y —el + —el.
At dt P g T g™ dt  dt t 4t * g ®
Por outro lado : o

*Ef- = alleT + a12e§ + 0113(3;

de;

_ * * Lk
rral aglel + 93€, -+ a23e3
B3 i B
- = 031€] +agse; + 033€5

e usando as relagdes < e ,€; >= §;; e suas derivadas concluimos que a

matriz (a;;(t)) é anti- sunetrlca, Definimos o vetor velocidade angular a
por :

; *
a = a23ef + G31€5 -+ alge;.

d
Entaoil—za/\e i=1,2,3 e como
di i)

dr  dz* , dy* | dz* Ldel ,ded Lded
— = ——e; + —e —e., + + + z =
TP TR e R AT dt
d*r Lde] Ldel Ldel
= — i +
Tt TV Ty
obtemos a relagao
dr  d*r
3 — = +aAr
(3) dt dt
entre as velocidades nos sistemas B ¢ B*. Em particular %‘% = %. As
aceleragOes estfio entéo relacionadas por :
d*r  d [d*r +da/\ N Adr
dt?  dt \ dt di dt
e, usando (3), demonstramos o Teorema de Coriolis :
d?r  d**r d*r  da
4 —_—= afh{ainr)+2an —
) dt? az F ( )+ di +dt
O termo 2a A & £ € conhecido como aceleragao de Coriolis. Se a equacio
de movimento de Newton F = m—cﬂ—g— vale no referencial B entdo, no
referencial B*, ela se traduz como :
d*r d*r da
5] m =F -man{anr) -2 a/\—— — Ar.
(5) de* ( ) = 2m at ' dt




20

3. O Péndulo de Foucault num Planeta Plano

Imagine um plano E? C E® sobre o qual atua um campo de forga grav-
itacional constante e normal G, ponha um péndulo de Foucault ideal
a oscilar nesse plano e suponha que o suporte do péndulo se move ao
longo de uma curva suave I’ C E2. Parametrize I' pelo comprimento de
arco, ao qual chamamos tempo , e suponha que a velocidade do suporte
do péndulo ¢, a cada instante, o vetor tangente unitdrio T a T

Considere B = {e}, es,e3} e B* = {e}, e}, e} }, dois referenciais ortonor-
mais satisfazendo : ambos tém a mesma origem 0 € E® B ¢ fixo,
e3 = €1 A e é normal ao plano, e; = e = e] A e; e, a cada instante,
e} é o vetor tangente unitdrio T & curva I' {veja figura).

*

de ‘
Observe que, como e} = T, temos que — = xej onde « ¢ a curvatura

de I'. O vetor velocidade angular a satisfaz xei = a A e, portanto
da de ds %

— o 82 _ blvn, — Eh a0
A= HKECz = K3 € ¥ — €3 €e;.

di

As forgas agindo sobre o péndulo sfo a tensdo na corda, digamos t, e
a for¢a gravitacional G = mg, supondo que a massa do péndulo é m.
Logo, a forca total agindo é F = t 4+ mg (veja figura).
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Introduza agora um terceiro referencial ortonormal B’ = {e}, e}, e}} tal
que, a cada instante, os vetores e| e e} geram o plano de oscilagdo do
pendulo Claramente o vetor velocidade angular de B em relacio a B~

é da forma A = Aegz = Aej = Ae). Para determinar A observe que,
por (3)

d*r d'r
= — + A A
gt o TANT
e por (4)
d*ir 4% dr dA
= AANTAA 2A N~ - — AT
dt? dt2 + ( r)+ dt * dt

Com isto em m#os e por (5) concluimos que a equagdo de movimento
de Newton no referencial B é
2
d’r
.
dt?

=F -maA(anr)—mAA(AAT)—2man(AAT)

d'r da dA
2 S il S
m(a+A)/\dt m(dt+dt)/\r

Os termos F, aAn(aAr), AAN{AAr)ean (AAr) estdo todos no
plano vertical contendo o péndulo. Como nao ha precessio do plano de
oscilagio no referencial B', temos necessiriamente :

d'r da dA
(6) 2(a+A)AE§+(E+_d?)AF=O'

— dr _
Para oscﬂagoes muito pequenas podemos supor que r = rel e dai &Ff =
drel e (6) é equivalente a :

d ds  dA
Q(m—l-A)d—:—i-(—K—}——)rEU.

di di

Essa Gltima equagio é satisfeita se, e sdmente se, r2(k + A) = ¢, onde ¢
é uma constante. Mas, & medida que o péndulo oscila, r assume o valor
zero € isso forga ¢ = 0 e concluimos que A = —x. Portanto, em relagio
ao referencial fixo B, o plano de oscila¢io do péndulo n&o precessa e, &
medida que o tempo passa, todos esses planos sdo paralelos.
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4. O Péndulo de Foucault num “Planeta Arbitrario”

Suponha um planeta P, mergulhado em E3, sobre o qual atua um
campo de forga gravitacional G, normal e de médulo constante, com
urn péndulo de Foucault ideal oscilando sobre P, sendo que o suporte
do péndulo descreve uma curva suave I' C P. Novamente parametrize I’
pelo comprimento de arco, o tempo , e suponha que T’ nunca é tangente
a uma direcao assintética de P.

Considere a envoltéria da familia de planos tangentes a P ao longo de
. Numa vizinhanca de I', essa envoltéria é uma superficie re-gular
S que é tangente a P ao longo de T'. Escolha uma vizinhanga tubu-
lar de T em S, de raio suficientemente pequeno, e recorde que trans-
porte paralelo ao longo de I' em P equivale a transporte paralelo ao
longo de T em S. Se o raio da vizinhanca tubular é suficientemente
pequeno, podemos supor que o campo gravitacional G é normal a ela
e de médulo constante. Agora, essa vizinhanga é uma superficie desen-
volvivel e localmente isométrica ao plano euclidiano. Dade um pento
p € T, escotha uma vizinhanca desse ponto que & isométrica a um aberto
do planeta plano E2. Como foi visto na segao anterior, o plano de os-
cilagdo do péndulo nao precessa em E2. Portanto, considerando a reta
de intersecdo do plano tangente a S em p com o plano de oscilagao do
péndulo, concluimos gue essa reta serd submetida a transporte paralelo
ao longo de I' & medida que o ponto p a percorrer.
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