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Sobre solubilidade por radicais reais

Carlos Gustavo Tamm de Araujo Moreira.

Errata: Apresentamos uma versdo corrigida do Lema da Segido I do
artigo “Sobre Solubilidede por Radicais Reais”, publicado no RMU n°
16, pdgine 61 do referido artigo.

Lema. Suponha que X |Q seja normal e que exista uma torre fortemente
radical Q = Lo C Iy C ... C Ly, com Lgy1 = Lg(ar), com Poylln =
XPe — ol pp primo para k = 0,1,...,n— 1, com K C Ln. Entéo, para
qualquer primo p que divida [K : @] temos e2™/? ¢ J,,__

Demonstragdo: Seja p um primo que divida [K : Q]. Tome H <
Gal(K|Q) com |H| = p (tal A existe pelo 1° teorema de Sylow. Veja
[2], pdg. 159). Seja M = Fix(#). Temos assim K|M normal de grau p.
Considere os corpos N; = L;- M, 0 < i < n. Seja r tal que K ¢ N, mas
K C Nypj,esejaye K\ M. Temos K = M (), pois [K : M] é primo,
e portanto nao ha corpos entre M e k.
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Seja Poyr = (X —11)(X —72)... (X — vp) onde v; 1= 7. Temos ; €
Npg1\Np, 1 <4 < p, poisse 74 € Ny, M (7)) C Ny = K C Ny, absurdo.
Suponhamos que XP — aPr seja irredutivel sobre N,. Entdo [N,y :
N,| = p,, que € primo, donde néo h4 corpos entre N, e N,;. Definimos
uma relagdo de equivaléncia em {v1,79,... yYpt POT 7 = 75 & v é
-conjugado a v sobre N As classes de equivaléncia t8m [Nyr41 1 Ny] = p,
elementos cada. Portanto, p, divide p = p, = p. Como Npy1 = Np{7)
e os conjugados v; de vy pertencem a X C Ny, temos que N[N, é
normal. Assim, os conjugados de o, sobre N, t&m que estar em N ol =
o, e2mi/p . op € Np1 = 2P (czm/paT)/ar & Nrg1 C Lp.
Suponhamos agora que X Pr — ot seja redutivel sobre N,. Nesse caso
XPr — ofr deve ter raiz em N,, pois p, € primo (veja [1], pag. 125), ou
seja, existe k primo com p, com a, - 2T/ Pr £ Ny, € nesse caso ¢27/Pr ¢
Nry1, e de fato, Npyq = Nr(ezm/p”}, donde {Ny,41 : N;||{(p, — 1), pois,
definindo em (Z/p,Z)* a relacio de equivaléncia ki ~ kg se e21™/Pr g
e2k2mif/pr g3 conjugados sobre N, cada classe de equivaléncia terd [N,y :
N.] elementos. Por outro lado, [N,(v) : N;] = p (pois, como antes, deve
dividir p), donde p|[N,y1 : Ny = p, = 1(mod p). Basta portanto
provar o lema no caso K = Q(egm/q), com g = 1{mod p). Supondo
por absurdo que ¢2™/P ¢ Ly, podemos supor que ¢ € o menor primo
congruente a 1 mddulo p tal que exista uma tal torre com 277 ¢ L.
Na notacdo anterior terfamos a, - «2F/Pr ¢ Ne=L,-MC L,.(ez’":/ mn,
& Py, g2tmifpe), = XP* — alr, donde pr < [Ny : L] < {Le(e2™/9) : 1] <
g—1, pr = 1(mod p) e Q(rzgm/f”") estd contido numa torre fortemente
radical com ¢27/P & L, absurdo. 0




