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Numeros congruentes e curvas eliticas

Amilcar Pacheco

Introducao

Um numero inteiro n > 1 é dito um nidmero congruente se existir um
tridngulo retingulo cujos lados sejam nimeros racionais e cuja irea seja
n. A questao de determinar se um dado nimero é congruente foi inicial-
mente estudada pelos gregos sendo posteriormente sistematizada pelos
drabes [Dic52, Chapter XVI].

A primeira etapa para determinar se wm nimero n é congruente
é obter nimeros racionais =, y e z que sejam lados de um tridngulo
retdngulo, ou seja tais gue ©2 442 = 2. Uma tripla de inteiros positivos
(z,9,z) tais que 22+ y? = z? é chamada uma tripla pitagdrica. Para
encontrar =, y € z tomamos inteiros « > & > 0 e tragamos no plano
XOY a reta passando por (—1,0) com coeficiente angular b/u. Esta
reta intersecta o circulo §' = {(X,¥) e R?; X2+ v2= 1} no ponto

a? —p2 2ab

W= —FJ5—F ] 4] = ——m——
a? b2 a2 4 b2

gerando a tripla
v =a® — bg, = 2ab, z = u? + b2 (1)

O problema de achar niimeros congruentes reduz-se entio a achar triplas
pitagéricas tais que n = ay/2.

Euler mostrou que n = 7 é uin niimero congruente. Fermat mostrou
que » = 1 nao ¢ wmn nimero congruente. Isto é essencialmente equiva-
lente a provar que n&o existem solucdes inteiras a, b, ¢ para a* + b‘_1 =4
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tais que abe # 0. Posteriormente obteve-se que n = 2,3,4 ndo sao
piimeros congruentes, mas 5 e 6 o sao. Entretanto nao havia um critério
que pudesse determinar & priori se um dade nimero é congruente. Nos
anos 80 descobriu-se a conexao entre nimeros congruentes e a aritmetica
das curvas eliticas. Um dos resultados mais importantes é o Teorema de
Tunnell [Tun83] que fornece uma condigéo suficiente para um ndimero ser
congruente (para uma introdugio a esta perspectiva ver [Kob84, Chap-
ter I] ). Tal condigo também & necessaria, mas para isto € preciso uma
hipétese adicional. Sua demonstragdo envolve a L -série de Hasse-Weil
de uma curva eltica, a conjectura de Birch e Swinnerton-Dyer e formas
modulares de peso k/2, onde & € Z. O objetivo do presente artigo é
mostrar como é obtida esta conexdo {ver Teorema 2).

1 Nimeros congruentes

Antes de estendermos a nocgéo de nimeros congruentes a nimeros ra-
cionais positivos, lembremos que um inteiro positivo é dito livre de
quadrados, se n puder ser escrito da forma n = 1I;-1 pi, onde os p;’s sao
nimeros primos distintos.

Um nimero racional positivo n é um niémero congruente se existirem
%, 4,2 € Q positivos tais que w2y = Zen= "’—} Notemos que existe
s € Q — {0} tal que s2n € 7 & livre de quadrados. A drea do tridngulo
retangulo de lados sz, sy e sz é ignal a s2n . Ou seja s°n & um nimero
inteiro congruente. Assim podemos sempre supor que 7. seja um inteiro
positivo Hivre de quadrados. Seja Q2 o grupo maltiplicativo dos niumeros
racionais positivos que sdo quadrados. O argumento acima mostra que
o fato de n ser um nimero congruente depende apenas de sua classe
médulo Q2 e que nesta classe sempre existe um nimero inteiro m 2 1
livre de quadrados.

Observemos que 6 é o menor niunero congruente tal que existe um
tridngnlo retdngulo cujos lados tém como comprimento nimeros natu-
rais, a saber, 3, 4 e 5. De fato, o inteiro 5 é o menor nimero congruente,
entretanto 5 é a drea do tridngulo retangulo de lados %, 239 e %

Uma primeira “receita ingénua” para produzir um numero congru-
ente n é utilizar (1) para listar todas as possiveis triplas pitagdricas.
Depois para cada tripla calcular a respectiva Area e verificar se n ocorre
na lista das dreas. E claro que este procedimento esté longe de fornecer
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um método eficiente. Em geral impomos a restricao = < y < z A tripla
pitagérica =,y, 2 distinguindo-a por exemplo da tripla y,z,z. Dessa
forma diminuimos o ntimero de triplas a serem testadas.

Podemos caracterizar de maneira elementar um ntimero congruente
da seguinte forma.

Proposicao 1 Sejan > 1 um ndmero inteiro livre de quadrados. Sejam
oy, z € Q tais que 0 < & < y < z. Entio existe uma bijecdo entre o
conjunto de tridngulos retingulos de lados x,y, 2 e drea n e o conjunto
de nimeros racionais w tais que

2
wyw +n,w—nc Q2

dada por

COMm INVeTsa

W —— (\/'w —+ o — Vw — Vw4 — T, 2 \/E)

Em particular, n é um ndmero ‘congruente se e somenite se existir wm
nimero rocional w tal que

2
w,w dn,w—n e Q.

Prova. Se a2+ 42 = 22 ey = %{‘i, entdo (x + 'y)2 =22+ 4n. Logo

E-@e e

Tomando w = (£)? temos que w, w -+ nyw -~ n € Q2.
Reciprocamente, dado w tal que w,w+n,w—n ¢ Q2 entio o =

Vvwtn —vw—mn y = Vywtn+Vw—nez = 2¢/w satisfazem a

U<:r:<:q<z,:z:;q:?nen:g—}-ygzz?. (]

2 Equagoes cibicas

Nesta secdo mostramos como associar a um nitmero congruente n» uma
soluc@io de uma certa equacio cibica.
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Seja »n um niimero congruente e z,y,z € Qtais que 0 < = < y < =z,

n =% ea®+y? =22 Por (2) temos que

2=y

Em outras palavras, encontramos soluges racionais w = £ e v =
- 2 2 R
para a equagio w! — n? = 2. Multiplicando ambos os membros desta

equacio por u? obtemos
('U.2)3 —_ ’."?,2'”.2 = ('l'l-'(})g.

Portanto, « = w2 e b = uwu fornece uma solucio racional {a,b) para a
equacio cibica Y2 = X3 — n2Xx.

Reciprocamente, dada uma solugio racional (a, ) da equagio cibica
V2= X3 —n? X, perguntamos se (a, b) provém de um tridngulo retdngulo
como acima. Isto nem sempre é verdade. Primeiro é necessiric que
a € Q% Além disto o denominador de « tem que ser par. De fato, dada
uma tripla pitagdrica = < y < z, seja s 0 mmc dos denominadores de =,
y e z. Logo »' = sx, 4 = sy, 2 = sz sA0 nimeros inteiros primos entre
si. Neste caso =’ e 3’ t8m paridades distintas, digamos que 2’ seja impar
e y' seja par. Em particular z’ é impar. Portanto « = (%)2 = (5—;)2
tem denominador par. Sejam =1, i1 € z1 0s denominadores de z, y e z,
respectivamente. Denotamos por 271, 2¥1 ¢ 241 as maiores poténcias de
2 divindo z1, y1 e z1. Seja 2°1 a maior poténcia de 2 dividindo s. Comeoe
sz e sz s@o impares e sy é par, concluimos que s = =] = 2] e 51 < yi.
Estas condigbes nem sempre sdo satisfeitas. Por exemplo ((%)2, 2—97%29 é
uma solucio de Y% = X% — (31)2.X que nio provém de nenhum tridngulo

retdngulo.

Proposigio 2 Sejo (a,b) € @ x Q@ uma solucdo de V2= X% - n2X tal
que
a € @2 com, denominador por.

Entdo, existe um tridngulo retdngulo de drea n e lados /o +n—~/o — n,
vatn+vae—ne2a

. - 2 .
Prove. Sejau=+/ocQ,u>0ewv= i—i Entio v? = % =a? — 12 Seja

. . 2 ~ . .
¢ o denominador de u. Logo os denominadores de »° e a? sdo iguais a
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t*, em particular,

2 2 2
(t v, n, 1 a.)

é uma tripla pitagérica com t*n par e mde (2, t%n, t%) = 1.

Uma tripla pitagérica =, y e z tal que mdc(x,y,2) = 1 é chamada
uma triple pitagdrica primitive. Suponhamos que y seja par, logo = e
z sdo lmpares. Sejam A, B, > 0 mimeros inteiros tais que y = 2C,
24w =2Aez—x=20. Observemos que mdc(A, B) =1 e AB = C2
Logo existem inteiros positivos e e 3 tais que A = a?e B = ﬁg. Em
particular, z = A+ B=a?+8% 1 =A—B=a?—pey=2"-2’=
(20{[5)2. Portanto v = 2af.

Aplicando este argumento a tripla (i:zfu, t2n, tza) obtemos que existem
inteiros positivos «, 8 tais que

o = a? — ,6’2 , 20 = 23 e 20 =a+ ﬁ?'.

Consequentemente o tridngulo retdngulo de lados

2a 2
— _ﬁ: 2.”,)
A A
< 2e¢ N s = B
tem drea —ﬂg n. Pela Proposicdo 1 temos que esta tripla corres-
ponde a (£)? = 2

u® = a. Logo existe um tridngulo retdnguic de lados
voe+n—u—n, Vetn+So—ne2 o de drean . , O

Il

3 Curvas Eliticas

A equacdo cubica obtida no pardgrafo anterior é um exeniplo de uma
curva algébrica chamada uma curva elitica. A aritmética desta curva
elitica consiste no estudo dos pontos («, 4} satisfazendo a equagio clbica
tais que a,h € Q. O Teorema de Mordell-Weil afirma justamente que
a partir de um ntmero finito de “pontos geradores” com coordenadas
racionais na curva elitica, utilizando-se retas ligando pontos da curva
obtém-se todos os demals pontos com coordenadas racionais. O ntmero
de “pontos geradores de ordem infinita” é chamado o posto da curva
elitica. O Teorema 2 mostra que n é um nimero congruente se e somente
se o posto da curva elitica associada a equa ¢do clibica acima é positivo.
Para demonstra-lo desenvolvemos algumas ferramentas nas subsegdes
subsequentes deste parigrafo.
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3.1 O Teorema de Mordell-Weil

Uma curva algébrica afim ¢ ¢ C x C é definida como o conjunto des
zeros de um polinémio f(X,Y)} € C[X, Y] C. Sejad =1 0 grau de f e

. Ld. (XY
F(X,Y,é) =7Z"f (E,E) .

O plano projetivo complexo IF’%: ¢ definido geometricamente como o
quociente de €2 pela relagdo de equivaléncia: (a,b,e) ~ (a,b,¢) see
comente se existe A € C* tal que o/ = X, B = Ab e ¢ = Ac. Esta
defini¢io se generaliza para um corpo K qualquer. Denotamos por ]P’%{
o plano projetivo correspondente.

A curva projetiva definida por F é dada por

Cp={(a:bh:c)C ]P?C c (o, b, o) = 0}
Notemos que ¢ é obtida como
{(a,0) € CxC; (w:b:1}€CFr}-

Dizemos que Cp ¢ a projetivizagio de C'.
Uma curva algébrica projetiva Cr é no singular, se

ar gF I
6—X“'(P)7é0 ou —o -5'2—(13)#0,

(P)#0 ou

para todo P € Cp . O género de uma curva nao singular é definido
por -@—_%-2—1 . Uma curva elitica é uma curva de género 1. Logo ela é
definida pelos zeros de um polinémio homogéneo em X, ¥ ¢ Z de grau
3. Apés uma transformagéo projetiva de coordenadas, podemos supor
que a curva elitica £ é dada por Cp, g onde

Fap(X,Y,2)=Y?% - x* - AX 2%~ BZ®

com A = —(44% +278%) # 0. O niunero A é chamado o discriminante
da equagdo. Seja O = (0:1:0) € £.

Um dos fatos mais importantes sobre uma curva elitica é que esta
possui uma estrutura de grupo abeliano.

Descricdo geométrica. Dados P, Q) € &, sejal C IP’%: a reta passando
por P ¢ . Uma reta intersecta wma cibica em 3 pontos, pois pelo
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Teorema de Bézout duas curvas algébricas projetivas nio singulares de
graus m e n intersectam-se em smn pontos contados com as suas respec-
tivas multiplicidades. Denotamos por R o terceiro ponto de | N & e seja
I c }P’% a reta passando por R e O. Definimos P @ ¢ como o terceiro
ponto de I' M &. O ponto @ é o elemento neutro desta operacdo. B facil
verificar que a adigdo & é associativa e comutativa. A operacio P se
estende & curva afim F obtida a partir de £ como os zeros em C x C do
polindémio fa p(X, V) =Y? - X3 - AX — BB e serd também denotada
por &. O pouto (0:1:0) fica idenficado com o “ponto no infinite” de
E.

Descricao algébrica. [SilTat92, Chapter 1, Section 4] Seja P €
E, ©P seu inverso e 2]P = P @ P. Denotamos P = (ap,yp), @ =

(2Q.yQ) € £ com P # Q,8Q, e P ® Q = (vpgg, yrag). Valem as
seguintes férmulas

2
VPG = [ TP —TQ € YPsQ = —HEPGQ ~ ¥, (3)
onde

yQ-wp . _ TPYQ — TQyp
.'I’JQ—.’L‘P ’ .'L'Q"‘.’L'P '

po=

Em particular, se wpyypy e, uQ € Q, entdo xpgo,ypeg € Q. Seja
[2]P = (:r;mp, y[g]p). Temos que

:r:}lg - ?,A.'::rf; —8Bup 1+ A?
4:1:‘;’3 +4dAdxp + 48

(4)

Seja £(Q) = {{a:b:c) € &; a,b,c € Q).

Teorema de Mordell-Weil [SilTat92, Chapter III, Section 5] £(Q) é
um grupo abeliano finitamente gerado.

Observagdo. Seja £(Q)iq; o subgrupo de £(Q) dos elementos de ordem
finita. Pelo Teoremas de Mordell-Weil e da Decomposi¢ao de Grupos
Abelianos Finitamente Gerados [GarLeq88, Teorema VI.7] segue que
existe um isomorfismo de grupos

EQ=2EQor @ Z".

Dizemos que r é o posto algébrico de &.
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3.2 Pontos de ordem 2

Seja P=(a:b:1},Q@Q ={a:-b:1)efelcC P?C‘ a reta passando
por P e 3. Observermos que, neste caso, ¢ € o terceiro ponto de I &.
Consideremos a reta

L={(:¥: ;¢ =0}

Esta é a reta tangente a £ em (7. Pela descrigdo geométrica da adigdo
&, concluimos que @ = &F.

Um ponto P é de ordem 2 se e somente se P = ©OP. Isto significa
que b = 0. Se v1, v2 € v3 sdo as 3 raizes distintas de X% + AX + B,
entfo os pontos de ordem 2 de E sao

(yv1:0:1) , (y2:0:1) e (y3:0:1).

3.3 Reduzindo médulo p

Seja p um ntmero primo, Fp o corpo finito de p elementos, PIZF,., e P?Q
os planos projetivos definidos sobre F, e Q, respectivamente. Dado
(a:b:¢) € IP?Q podemos sempre escolher representantes aq, by, cg € Z.
Para isto basta multiplicar «, b, ¢ pelo menor multiplo comum dos de-
nominadores, por exemplo. Além disto podemos fazer esta escolha de
tal forma que mdc(ap, bg, cg) = 1. Assim, definimos a aplicagio

2 2
o Py — PR

P=1{(ag:bp:co) — ﬁ:(EO:ED;EO).

Proposicao 3 Sejo i € {1,2} e Pj = (2 1y 1 2j) € IP’?Q. A igualdade
®(P1) = ®(P2) ocorre se e somente se p dividir simulteneamente os
nimeros (y1z2 — y2z1), (2021 — w129} e (T1y2 — zoy1)-

Prova. Observemos que ®(P1) = @(Py) ocorre se e somente se os vetores
(71,91, 21) e (T2, ¥2, Z2) sdo Fy-linearmente dependentes, o que equivale
4 condicao acima. d

Seja n > 1 um niimero inteiro,

Fo(X,V,2)=Y?*Z2 - X*+n?Xx 2% c Z]X,7, 2]
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e &, a curva elitica dada por Cp,. Seu discriminante A, é igual a 4n5.
Seja p > 2 um nimero primo e

Fu(X,Y,2)=Y%2 - X3+ 72X 2% € F,[X,Y, Z).

a redugao de F, modulo p. Para que CF defina uma curva elitica gﬂ,

sobre F,, é necessério e suficiente que 475 # 0 em Fp. Isto é satisfeito se
p néo divide n e p > 2 (0 que estamos supondo). Seja

gﬂ{IFp) = {(dp: b : co) € P%FP; {ag:bg:co) € £E(Q)}.
Neste caso, ® induz uma aplicagéo
Dy, 1 En(Q) —En{TF,).

Como ja fol observado, as férmulas (3) e {4) garantem que a adicio em
En preserva £,(Q)). A partir destas férmulas definimos a adi¢ 3o em 5,1‘.
Novamente esta adigio preserva En (Ip). Além disto, como p > 2 entao
$,, é um homomorfismo de grupos.

3.4 Curvas eliticas sobre corpos finitos

Seja Fap(X,Y,2)=Y?2-X*-AX2-BZ% € Fy[X,Y, 2] e & = Cp, ,

a curva elitica definida por "4 g . O plano projetivo IP’%)F ¢ decomposto
r

em dois subconjunto disjuntos:

— Pt 4 2
CS1={(a":b .(,)EP]FP,(. # 0}

So={(a":0":0) ¢ P%Fp}
de cardinalidades p? e p + 1, respectivamente. Asgsim, o conjunto
EF,)={P=(a":0:) ¢ P%‘p;P €&}

tem no méximo p® + p + 1 elementos. O Teorema de Hasse [SilTat92,
Chapter IV, Section 1] d4 uma cota mais precisa.

Teorema de Hasse |#&(F,) — 1 — p| < 2p1/2.

Proposicao 4 Se p = 3mod4 entdo #gﬂ(le) =p+ 1.
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Prova. Notemos que (0 : 0 : 1), (m : 0 : 1), (—n : 0 : 1} e O séo
pontos distintos em gﬂ,(IE" »). Resta-nos agora contar o~niimero de pares
(z,y) € En(IFp) tais que = # 0, =n. Agrupemos estes elementos em R—'—zﬁ
pares {z, —x}. Como p = 3modd e f(X) = X3 —n?X é uma fung do
{mpar, ento exatamente um dos dois elementos f(z) e f (—z) = —f(=)
é um quadrado médulo p. Em qualquer dos dois casos cada par fornece
dois pontos em Eﬂ,(lﬁ‘p) dados por {u,4f{x)"?) ou (—w, = F (=)L),
Portanto temos #gn(Fp) = 27’5—3 +4=p+1 ‘ G

3.5 Pontos de ordem finita
Teorema 1 #&£,Q¢5 = 4.

Prova. O conjunto £,Qiop possui pelo menos 4 elementos, o elemento
neutro @ e os 3 pontos de ordem exatamente 2, (0:0: 1), (n:0:1)
e (—n : 0: 1). Suponhamos que #E&,Qpp > 4. Logo existe @ € En(@)
de ordem N > 2. Ou seja N é fmpar ou existe P ¢ &,(Q)) de ordem
exatamente 4. No primeiro caso seja S o subgrupo de £,(Q) gerado por
Q. No segundo caso como temos 3 pontos de ordem 2 pelo menos um
destes pontos nao pertence ao subgrupo gerado por P. Denotemos este
ponto por R. Nesta iiltima situagio seja S o produto dos subgrupos de
£n(Q@) gerados por P e It. Logo § = (Z/2Z) x (Z/4Z). Seja m = N ou
eSS = {Pl,...,Pm}.

Para cada i, € {1,...,m}, seja P; = (w;: y; : z;) tal que z;,y;, 2 €
Ze

Pyx Py = {125 — yjme, wj2i — wiZg, iYyy — .'r:jyi) c RS

Se P; &= P; entdo P; x Pj # 0. Seja M;; o maximo divisor comum das
coordenadas de P; x P;. Pela Proposigio 3, Py = }Sj se e somente se p
divide Mi;.

Seja p > 2 um niimero primo que n&o divide » e tal que p > Mj;.
Logo P; # ﬁj. Em particular, & é isomorfo via ®, a um subgrupo de
£n(Fp). Portanto para quase todo niimero primo p temos que #gﬂ,(lﬁ‘p)
é divisfvel por m. A fortiori isto permanece verdade para quase todo
ntmero primo p tal que p = 3mod 4. Pela Proposicao 4, #gn(]Fp) =p+1,
se p = 3mod 4. Assim p = —1modm para quase todo niimero primo p.

O Teorema das Progressoes Aritméticas de Dirichlet afirma que da-
dos dois ntimeros inteiros r, s # 0 tais que mde{r, s) = 1, existem in-
finitos nimeros primos da forma rd + s com d > 1 inteiro. Os casos

T
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r=4,s =3 er =06,s =5 podem ser provados da mesma forma que
na demonstragéo do Teorema de Euclides sobre a infinitude do ntmero
de nimeros primos. A demonstracio do caso geral utiliza técnicas mais
elaboradas da Teoria Analftica dos Nimeros. Para uma demonstracao
completa ver [Apo76, Chapter 7).

' Retornando 4 demonstracio do Teorema, obtemos uma contradigio
com o Teorema das Progressdes Aritméticas de Dirichlet tomando r = &
€s=3sem =8 v =4dmes = 3 sem émpar e 3 ndo divide ™,
finalmente » = 12 ¢ s = 7 se m & impar e 3 divide m. O

4 O resultado principal

Teorema 2 Um nimeron € congruente se e somente se o posto algébrico
de &, ¢ positivo.

Prove. Suponhamos que » seja um ndmero congruente e seja (a, b) €
En(Q) a solugio da equagdo ciibica obtida pelo argumento que precede
a Proposigio 2. Neste caso temos que o € Q@2 com denominador par.
Se (a,b) tiver ordem finita entdo pelo Teorema 1 temos que {(a,b) é
necessariamente um ponto de ordem 2. Logo sua primeira coordenada s6
pode ser 0, n ou —n. Claro que 0, —n ¢ Q2. Além disto para determinar
se um inteiro positivo n é um nlnero congruente, basta considerar sua,
classe médulo Q2 Logo supomos sempre que n é livre de quadrados.
Portanto n. ¢ Q2. Pelo Teorema de Mordell-Weil concluimos que (a,b)
tem que ser um ponto de ordem infinita de £x(Q). Em particular o posto
algébrico de &, é positivo.

Reciprocamente dado um ponto P € &, (Q) de ordem infinita entio
por (4)

N _ :z:ljg + 271,2:1:%3 + nt
e (2yp)?

satisfaz as condigdes da Proposicdo 2. Portanto n é um ntimero congru-
ente, O
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