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A 3-Esfera e seus familiares.
O fibrado de Hopf

Andrei Marénitch, Alexandre Ananin ¢ Yuri Bozhkov

Vamos analisar espacos conhecidos de um ponto de vista diferente
daguele habitualmente apresentado nos cursos de graduagio (isto é sem-
pre ftil, e nfio sé na matemdtica). No plano R? escolhamos um ponto
qualquer O, gue chamazremos “origem”; consideremos Como unl eSpago
topolégico o conjunto de todas as retas que passam pela origem. Este
espaco tem nome: reta projetive real, RP!, Notemos que cada reta da
qual excluimos a origem pode ser vista como uma 4rbita de agdo do
grupo multiplicativo R* = {r € R | r # 0}. Assim, RP! ¢ um espago
quociente (R2\0)/R*. Qualquer circunferéncia, por exemplo, a unitdria,
com centro na origem intercepta cada reta em exatamente dois pontos
diamentralmente opostos: logo a circunferéncia Sl é uma lista de e-
lementos de RP! onde cada elemento aparece duas vezes. Porfanto
RP! é S! com pontos diametralmente opostos considerados idénticos,
RP! = Sl/{id, 7}

As coordenadas usuais (7, y) om R? definem coordenadas projetivas
(7 :y) em RPL:

o Cada elemento de RP! tem coordenadas projetivas tnicas

e Coordenadas projetivas (2@ y) ¢ (our : o) sdo “iguais” qualguer que
seja o € R*

e Pelo menos uma das coordenadas @ ou ¢ diferente de zero

Em outras palavras, RP' = [J, UUs, onde Uy 6 o conjunto de todos

os pontos de RP! com coordenada projetiva y nio-nula e Uy — com
coordenada projefiva @ nao-nula.!

1 = H g i LI :
Observemos que nic tem sentido falarmos em Syalor” de uma coardenada proje-
tiva. Mas podemos dizer que mma coordenada projetiva é ou nio nula
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Seja (v : y) € Uy. Entdo (z:y) = (2/y : 1) e qualquer ponto de
U1 tem a forma {a : 1). Assim, U ¢ isomorfo a uma-reta real R; pela
regra (v : y) — z/y. Analogamente, Us ~ Ry, (7 : y) — y/z. Seia
pelUiNUs ousejap = (x:y). Entdo temos a € R; e b € Ry, elementos
que se relacionam com p pelas formulas @ = 2/y e b = y/x. Obviamente,
ab = 1. Em outras palavras, a reta projetiva RP! é a colagem de duas
retas habituais, R; e Ry. As partes “comuns” sio Ry \ O e Ry \ O
identificadas pela férmula ab = 1. Para se convencer que RP! é uma
circunferéncia, digamos de raio 1/2, consideremos a figura a seguir:

R, N _ A
\ p
\\
f Y
| X
Ry -~
S b B

A circunferéucia C' acima tem raio 1/2; a reta Ry é tangente a €' no
polo norte N, e tem origem em NV; a reta Rs é paralela a Ry, é tangente
a € no polo sul S, e tem origem em 5. A projecao estereogrifica do
polo norte NV identifica Ry com C'\ N. Analogamente, a projecio estere-
ografica do polo sul § identifica R com €'\ .S, Mais ainda, os poutos de
Ry e de Rz que se relacionam a wm mesmo ponto de (7, .tém as coorde-
nadas a € R; e b € Ry que satisfazem 2 expressio ab = 1: os triangulos
NSA e SNB sio semelhantes, donde a/1 = 1/b on ab = 1.

A esfera S! ¢ R?\ O também pode ser tratada como um ESpaco
quociente pela acio do grupo RY de nimeros reais positivos. Isto &,
& composi¢io 8! — (R?\ O) — (R?\ 0)/R* ¢ uma identificacio.

Como o grupo Rt ¢ um subgrupo de R*, cada 6rbita de RT ostd
incluida em uma érbita apropriada de R*. 1 natural definir a sobrejegio
entre os espagos quocientes obedecendo & segninte regra:
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(R2\ 0)/R* ~§' @

T
| g
(R2\ 0)/R* = RP! @

"~

Da mesma maneira a reta projetiva compleza pode ser definida como
CP! = (C2\ 0)/C*. De novo, as coordenadas usuais (z, w} em C? de-
finem as coordenadas projetivas (z : w) em C P! e temos as propriedades
semelhanies:

o Cada elemento de CP?! tem coordenadas projetivas dnicas
e Coordenadas projetivas {z : w) e (az : caw) sdo “iguais”, agora, para
qualquer o« € C*
e Pelo menos uma das coordenadas z ou w é diferente de zero
De novo temos que CP! = V; UV, onde V3 é o conjunto de todos os
ponios de CP* com coordenada projetiva w ndo-nula e ¥V é o conjunto
de todos os pontos de CIP! com coordenada projetiva z nao-nula.
Analogamente ao caso real, a parte V) fem pontos com coordenadas
do tipo {a : 1) e é isomorfa a um plano complexo C pelaregra (a:1) —
ae Vs Cy (1:0)— b Paracadap € V1NV, com coordenadas a € €y
e b € Cy, temos ab = 1, isto ¢, os nliimeros complexos a e b tém mdédulos
inversos e argumentos opostos.
Assim, temos a seguinte figura:

C e
N
y
/
/
S?
\
5
\\
\\
Cs o 5

A esfera §2 tem raio 1/2; os planos €] ¢ Cy sdo tangentes a S* nos
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polos N e 5, tém origens em N e 5, sdo paralelos, tém eixos coordenados
paralelos da seguinte mansira: os eixos reais sdo paralelgs estando wm no
plano de cima e 0 outro no plano de baixo e os eixos complexos apontam
em direcdes opostas. A projecio estereogrifica do polo norte N identifica
Ca com $?\ N; a projecio estereografica do polo sul S identifica C; com
S?\ S. Como no caso real, vamos provar que os pontos de C; e de €y
que se relacionam a um mesmo ponto de S% tém coordenadas a € Cy e
b € Cy que satisfazem & expressdo ab = 1. O fato de que |a|- b =1
deriva dos argumentos e esbogo usados para o caso real. O leitor, com
pouco esforco, poderd ter o prazer de completar a prova utilizando a
fipura acima, observando que argae +argd = 0.

Assim, CP! ~ §2. FEsta esfera é dita esfera de Riemann.

Obviamente, C2 ~ R*, 0 que também é vélido se tiramos as origens:
(C2\ 0) = (R*\ 0). A esfara $? pode ser tratada como o espago
quociente (R*Y O)/RT. Como o grupo RT ¢ wmn subgrupo de C*,
2ssim, mais uma vez, obtemos uma sobrejecio y : ORI S

R\ O) —  (RMOYR*  — §
Ix
(€C2\0) — (C?\0)/C*=CP! — §

Esta sobrejecio é denominada fibrade de Hopf

Agora, vamos tratar de R? como conjunto de quatérnios:
H={g=o-1+8-i+vy-j+6-klo,B,7,6 R},

onde a multiplicagdo entre os elementos de H é a multiplicacio algébrica
usual considerando-se, alem disso,

i = j2 =k*=-1, iy =—ji=k jh=—kj=4 k=—th=7]

(R comuta com 1, 7, 7 e k). Obtemos wna R-dlgebro. E facil vor que
H ndo é comutativa, mas ¢ asociativa. Por analogia com os nimeros
complexos, definimos a operacio de conjugacio como sendo

G l+8i+v j+6 h=a-1-—Bi—~y-j—086k

Uma conta simples mostra que Gidgs = Go7y © 47 = ¢ = o + 5%+
2 + 6% A partiv dessa expressio definimos o médulo de um quatérnio:
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lql = G Dai segue-se que |qiq2| = |qi| - |qz|. Podemos realizar a
divisdo por qualquer quatérnio nao-nulo, a esquerda e a diveita. Ou seja:
existem solucbes Unicas para as equagdes xgi = g2 € Q1Y = q2, que s80,
S A
P YT Tl

Os niimeros complexos formam um subespago vetorial no espago dos
quatérnios: C = R -1+ R4 C H; assim, os quatéinios também podem
ser definidos da seguinte maneira: H = C-14C- j, onde a multiplicagao
entre os elementos de H é a multiplicacio algébrica usual, e se considera,
além disso, 7° = —1 e jc = @, ¢ € C. TIsto & qualquer quatérnio
g = o+ Bi+(y+80) tem forma ¢ = z+wj, onde z,w € C. Continuando,
fazemos as identificagies: H=R*=C%2=C.1+C 7.

A esfera §%, como um subconjunto de RE=H=C-1+C.4,¢

respectivamente, © =

S8 ={geHllg =1} = {g=2z+wj e H|[z* +jw|* =1, z,w e C}.
Para t € [0, 1], considerenios o conjunto

To={g=z+wje||z]* =t jwf=1-1t}.

Para  percorrendo o intervalo [0, 1] teremos, obviamente, S* como uniao
de todos os T}'s que nao se interceptam: para #'s diferentes: § = U T
(0,13

¢ = ¢} é uma circunferéncia no plano coor-
2

O conjunto {z € C|
denado € -1 ¢ o conjunto {w € Cliw]? =1 — ¢} é uma circunferéncia
o plano € - 7. Como as varidvels complexas z e w- sa0 independentes,
T; é o produto cartesiano de duas circunferéncias, isto €, um toro.”

O fibrado de Hopf v : §* — §2 ~ CP! leva os pontos (z,w) o (2, w')
da 3-esfera para am mesnio ponto (z: w) € CP', se e somente se existir
e C*tal que 2 = az ¢ w' = aw. Como (z w), (z/,w") € $%, temos:
1= 22+ |wl? = [Z> + |2 = oz + Jaw]® = loo]? - (L2 4 Jwl?), o que
implica || = 1. Logo, cada fibre (isto ¢, a x-pré-imagem de um ponto

Z

o

9y s . .
de $) & wi conjunto do tipo

{{ez,rw) € C?

ceClel=1={eqeH|eecC, ] =1}

com |q| = 1, g =z +wj € H. Observemos que, caso (z, w) € 1}, temos
(ez,ew) € Ty para qualquer € € C tal que |¢f = 1.

2 - . . ~ .
2Para t = i ou £ =1 tais circunferénciag podem ser degencradas
IPara i = U ou = I tal toro é degenerado




Quando o argumento de ¢ percorre o intervalo de 0 a 2, cada coor-
denada do ponto (£z,cw) d4, a0 mesmo tempo, exatamente uma volta
a0 longo das circunferéncias coordenadas do toro; em outras palavras,
o ponto percorre a diagonal do toro. Portanto o toro todo fica decom-
posto nas diagonais que sdo as fibras:

2

(i

Assim, cada fibra tem a forma Sq, onde St = {¢ € C|le| =1} ¢ a
circunferéncia unitéria no plano coordenado C-1e ¢ = (z,w) € H é um
quatérnio unitdrio, |q| = 1. A multiplicaco por um quatérnio é uma
tranformagao linear que leva planos em planos e retas em retas. Da iden-
tidade |q1g2] = |q1| - |q2] para quatérnios, segue-se que a multiplicagio
por um quatérnio unitrio & uma isometria. Logo, tal multiplicaco leva
a circunferéncia plana §' de raio 1 numa circunferéncia plana de raio i.
Em particular, todas as fibras sfo circunferéncias planas unitdrias, isto &,
geodésicas da 3-esfera S3.

Novamente usamos a projecio estereografica, agora de §¢ para vi-
sualizar as fibras em R*. A esfera $? 6 dada por §% = {; ¢ H|lql =1}
¢ tem, como o polo norte, o ponto N = (0,0,0,1). Projetamos do
ponto N para o hiperplanc R*. dado pela equagdo & = 0. Seja p um
ponto da esfera com coordenadas (z,7,48), onde z € C corresponde as
dnas primeiras coordenadas e § # 1. A projecao o leva para o ponfo

T3 (z,7) = (1,7) em R onde w € C e € R sio coordenadas em R,
Para p € T3, temos

2
(1 —6)?

lw? _
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s 2 2 - 52 2 . .
Dai obtemos L?L! 4+ re = W = -1+ .1—6’ 0 que 1111})11(28.

(Ju? =2 + 1Y% = 4|ul®.

Caso t = 0, tereinos o eixo r. Caso # # 0, dividimos ambos os membros

da tiltima expressdo por t e obtemos |u|® + 7?41 = 7_;111,|, isto é,

(- L) =t

Como esta equacio depende somente de |, a imagem de T; é uma
figura de rotagio em torno do eixo 7. Para cada argumento de u fixo,

digamos, 0, obtemos a circunferéncia com centro cm (@,0) e raio

1 .
v/ i 1 (caso ¢ = 1, teremos um unico ponto). Quando t tende a zero,

o centro da circunferéncia tende ao infinito; mas o raio também au-
menta, de modo que a circunferéncia tende ao eixo r: para 0 < 1 < 1,

e, 1 1 1—-+/1—-1 . .
a funcio f{t) = —= — /= — 1 = ——=—— ¢ positiva e tem derivada

ViVt Vi
1—v1-1

intercepta o plano mais perto do eixo 7

positiva, f'(t) Logo, uma cireunferéncia com raio maior

Qualquer fibra Sig. que é wma circunfercncia geodésica, é a inter-
PR S3 cr P2 de i P | . e
secciao de S com un plane de dimensao 2 passando pela origent.




Se a geodésica ndo passar pelo polo norte N, entio existe um tnico
hiperplano P? que contém o plano P? e N (se S'q contém opolo norte,
escolhemos um hiperplano arbitrariamente). O hiperplano P? passa
pela origem e intercepta o hiperplano R?* (dado pela equacio § = 0)
a0 longo de um plano R?. Denotemos por T2 o hiperplano tangente a
S3 em N. E claro que T2 é paralelo a R®. Portanto T2 , & interseccdo de
T3 com P3, é paralelo a [R*, interseccio de R® com P3. Por outro lado,
a interseccdo de §% com P? é uma 2-esfera §2 que contém a fibra Sy
e o polo norte N. Como P* contém a origem, a origem é o ceniro da
2-esfera §2. O plano T2 intercepta S2 em w6 ponto, o polo norte N,
Portanto, T2 ¢ tangente a $¢ em N. Nos pontos do hiperplano P?,
& projecao estercografica age como projegio estercogrifica de §2 para R2.
A diferenca entre as projegées estoreogrificas obtida e a “usual” reside
somente na troca da “tela” por uma outra paralela, o plano R?. Assim,
para provar que a imagem em R? de qualquer fibra é mma circunferéncia
plana, ¢ suficiente provar que a projegio estereogrifica “usual” leva uma
geodésica de S? numa circunferéncia plana de R2.

Qualquer geodésica de §2 ¢ uma secgio plana da esfera, logo é
definida pelas cquagbes

iy by + g = ()
:1:% + :1.'5 + :rrg'f, =1.

onde aj,az,03 € K. O ponto da esfera com coordenadas {2y, a3
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projeta-se no ponto do plano (tangente a S? no polo sul S) com coor-
.denadas 1T1T—(fr1, 29} = (11, uz), onde 1y e ug si0 as coordenadas do
plano tangente a $% no polo sul S.
Também se pode verificar, que & projegio da geodésica em R3 com—
pleta exatamente wma volta em cada circunferéncia coor denada do toro.
Assim, todas fibras em R sfio as circunferéncias planas diagonais
dos toros. Todas estas circunferéncias em’ R® sflo interrelacionadas®:
e, realmente, se elas estiverem em toros diferentes, entao podemos rea-
lizar uma isotopia da circunferéncia do toro menor no toro degenerado,
mantendo o mesmo interrelacionamento entre si. Neste caso, temos o in-
terrelacionamento simples. Caso ag circunferéncias estejam 1zum mesmo
toro, é facil ver o mesmo interrelacionamento. Enfim, observemos que o
eixo 7, como circunferéncia degenerada, esta interrelacionada com outras
da mesma maneira:

1Consideremos a fibra 8'g = {eq | ¢ € (OR . Ponhamos ¢ = {z,w) e ¢ =
cos @ 4+ i seny. Podemos supor que L2 w R+ (:omo g 5% assim |z +w? =1

A imagem de cq = (g2, weos @, wseny) & igual a ————(ez,woosp) = (u,r).
| —wseng
. 1 _ . )
Conio ————— > 0, anssim argn = @ + argz. Jad sabemos que o ponto
Jd - wsen @ i ’
1 |z — 1 4 wseny  wecosy .
(L(cp)!(q))) = | ||~ -—=,r] = . pertence a cir-
|z (1 —wsene)|z| "1 —wseng
1 P &) 22w cos
cunfleréncia ' dada pela equacio ? Lt = e -1 Comn — = ——L>
z|* dp (I —wseng)?

dr  wiseng —w)
dp (1l —wseng)?
wma vez, quando ¢ vai de 0 a 27

®Recordemos agui que duas circunferéncias espaciais sao ditas interrelocionados
case nao so interseptem e cquaisquer discos, que as tenham como fronteira, o fazem

, & [dcil ver que o ponto (b(p)r(ap)) passa por C cxatamente
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A figura abaixo mostra a estiutura resultante:

Na verdade, usamos toros somente para entender a sitnacio: o fi-
brado de Hopf x : §° — §% é o fibrado apenas de circunferéncias,
cujo “numero” ¢ igual ao “mimero” de pontos na esfera $2. Em outras
palavras, a esfera de Ricmann ¢ uma lista de fibras.

Finalmente, tentamos imaginar a vida nas esferas.

Da fisica sabemos que mm corpe que nio softre a acio de nenlhuma
forga externa, se move em movimento retilineo uniforuie ou, pelo wenos,
1550 ocorre com seu centro de massa. Qualquer ponto do corpo tambéin
tende a se deslocar uniformicinente ao longo de uma reta. No caso de
uma esfera, a reta ¢ wma geodésica.  Assim, quando wm corpo nnidi-
mensional de uma l-esfera (civcunferéncia) $' se move ao longo da sua
unica geodésica. todos os pontos do corpo se deslocam e uma “reta’
a distancia entre os pontos ostd preservada e .. a vida na l-esfera ¢ bem
trivial. 7

Agora. quando um corpo bidimensional se desloca na esfera §2, seu
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centro de massa descreve uma geodésica G. Todo ponto fora de G
descreve um circulo menor da esfera, logo sofre a agio de uma forga
centripeta:

Se o movimento for bastante rapido e o corpo n#o for muito rigido,
ele tende a se comprimir ao movimentar-se ao Jongo de G.
Agora vamos tratar do caso da estera §2.

Lema. Sejam 71, g2 € H dois quatérnios com |qi| = 1q2| = 1. Entao
existens ¢, q" € H tais que [¢{ = 4" =1, q ‘ng’ €eCed Q'gq =1

Demonstracao. Multiplicando gy ¢ g2 a esquerda por qg , podemos
supor que go = 1. Procuramos ¢ € I tal que gl = 1eqng ! €C.
Ponhamos g =z +y-j & qu=a+b-j, ondex y,a b e C. Usando as
igualdades j-= =7j (ou j-F =1 iL iy =9, j2=-1¢e Tx+yg =1,
é facil ver que ¢~ ' = T—y-j. Temos qq1q 1= (+y-g)(atb F) Ty §) =
(za+ya- 74+ xb F—yb)(F@—y-j) = woT+yam. j+wbr- }—yb? —Tny j+
yia T+ oy +yby - § = ar¥ —f)!lj+(!ljlj+f)!lj—f—((l”??}+bﬁ' — ary+by?) - g
Precisamos da igualdade

ary -+ ba? — iy + i_)yQ =,

Se b = 0, ndo temos nada para fazer (fazemos apenas g = 1). Se b # 0,
vemos que y = U implica » = 0. Por isto, suponhamos que y 7& 0e
denotemos #z = 2/y. Agora nossa equagio tem a forma: bz? 4 (d —

)z + b = 0. Denotemos por zy a solugdo da equagao que existe em C.
A condicio |q| = 1 é equivalente & igualdade (|zo]* + 1)y? = 1. A partir
dai podemos calenlar o nosso y € R~

Suponhamos que o centro de massa ¢ de um corpo K se movimenta ao
loneo de wma seodésica (. Sejam ¢y, q2 € G C H dois pontos distintos.
) 5 1 {1y 42 P
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Aplicando o Lema demonstrado, podemos supor que ¢, € Ce g = 1,
pois a multiplicagdo por wm quatérnio witdrio preserva propriedades
métricas. Em outras palavias, G C C, G = $' e ¢ estd na posicio
e(t) = ¥ no momento £. Sejam ¢ = 1, p1,ps,... € K (no instante
t =0). Entéio as distancias entre £(f), e(#)py, e(t)pg, . .. s80 as mesmas.
Isto significa que todos os pontos de /A se movimentam ao longo das
fibras, pois toda fibra é uma geodésica e, em tal movimento, K nao
sofre a acdo de nenhuma forga. Assim, o corpo K gira em torne do seu
centio:
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