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A topologia em dimensao 2 e 3 versus
algebra pura e vice-versa

Alexandre Ananin

1 A algebra pura

Primeiramente, o jogo de “par ou impar” em grupos finitos:

Problema 1 Sejaur F wn grupo finito arbitrdrio e a,b € F. Mostre
que o nimero

FlIFl | |F)
N=|Fl+ =4 L
T T T el

é par. Aqui |F| e |z] sdo as ordens de F ede = € F.

De onde podemos esperar uma ajuda? 5o conhecidos os seguintes
teoremas da Teoria de Grupos Finitos:

Teorema de Lagrange Seja dado nin grupo finito ¥'. Entio a ordem
de cada subgrupo de I divide a ordews de F.

Sejam £ um grupo finite e p um nimero primo que divide a ordem
de F. Param > 0 apropriado, p™ divide |F| e p"**! nio divide |F|. Cada,
subgrupo de ordem 3, 0 < ¢ <, & dito p-subgrupe. Cada subgrupo de

op

ordem p™ é dito p-subgrupe de Sylow.
! ! gy i

Teorema de Sylow Sejaw dados wn grupo fluito F e nw winiero
primo p que divide |F|, a ordem de F. Cada p-subgruipo de F esté
incluido nuin p-subgrupo de Sylow, Q miinere de todos os p-subgrupos
de Sylow é 1 wiédnlo p. Todos os p-subgrupos de Sylow sio conjugados.t

Dizemos que dois subgrupos Sy, 52 C [ sho conjugedos se oxiste g € 17 tal que

gS1g" ! = Sa.
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Seja F' o subgrupo gerado por @ e b. Entao
|Fl 1L (I | |71, ﬂ)ﬂ

Fle e Ty
1 T Y o @ T e

e podemos trabalhar s6 com o grupo F'. ‘Assim suponhamos que F seja
gerado por a e b. Caso |F| seja fmpar, nfo tem problema. Suponhamos
que 2 divide |F|. Para m > 0 apropriado, 2 divide [F]| e e 2™F1 ndo
divide |F|. Cada elemento = € F tem ordem [x| = 2in com n impar
e 0 < i < m Sealal = 2ing, |b] = 22ng e |ab] = 2%n3. Caso
i1,79,%3 < m, o nimero N é par. O mesmo ¢ vilido se exatamente dois
dentre 71,79, i3 sfo iguais a m. Por que a situagdo 77 = 4z == 43 = m o
a situacio 44 = m, iy < m, 43 < m ndo podem ocorrer?

Por (santa) simplicidade, suponhamos que iy — ig = i3 = M e ny =
ng = mg = 1. (Talvez uma idéia apareca.} Neste caso, o subgrupo

gerado por a é um 2-subgrupo de Sylow e o mesmo ¢ valido para 0&;
subgrupos omadm por b ou ab. Pelo Teorema de Sylow, b = gwgl

e ab = ggﬂgz para ¢y,02 € F apropriados.”? Excluindo b, obtemos
a.gla.gl_l = ggag21 ou, equivalentemente, f?lnhgﬂhg = g para aiguns
hi, hg, ha € F tais que hihaohy = 1 (onde by = g2 Jhe =giehs =g Lgg;
de fato, tais ;’s sao elementos arbitrarios de F satxsfazendo a igualdade
hihohs = 1). Talvez as relagbes hinhgahs = a e hihahs = 1 sejamn

impossiveis num grupo finito para um elemento a da ordem 2°7 Nio,
_ /123456 123456 123456 123456
sfio possiveis: @ = (334165)» 1 = (p13sa6)r 12 = {121536)> P3 = (315436)-

Uma idéia: Se um grupo finito F' contém S, um 2-subgrupo de Sylow
ciclico, entdo F' tem s6 nm 2-subgrupo de Sylow! Realmente, com o uso
deste fato, concluimos que cada mm dentre a, b ¢ ab é um gerador de 5.

pHL o ordem < 27

Agora b = a™, com n impar, ¢ el =
Mas temos o exemplo seguinte: Sejam A e S grupos ciclicos de ordens
2™ @ 3 com geradores a ¢ s. No conjunto ' = A x5, definamos a

estrutura de grupo pela regra
((I.i, SL\) . {”;}1 S'ﬁ) _ (”‘7+‘j’ S(—l)fo:—O—,!:'i)_
Temos \FL oM. 3 T facil verificar quv Ay ={{x, 1) | @€ A}, Ay =
{{a*, 571 VRN i e T e A = {{at, s :’EZ} sdo 2-subgrupos
de Sviow ciclicos.
Um beco sent salda ...

[ P Taesris L W el ety Y — L1 Fo— =1 R -
Na verdade, o Teoroma de Svlew di s6 0 = grag, e (ab)) = gaogy ™ com i e j

impares. Mas. por simplicidade. snponhamos que i =5 = 1.
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2 K necessario atuar!

H4 uma regra universal: Cada grupo deve atuar sobre algum objeto.
Em outras palavras, cada grupo é um grupo das simetrias de uma
“figura”. Antes de fazer tal “figura”, preparemos as condigoes do nosso
problema de modo simétrico. Denotemos ¢ = bl = (ab)~L. Obte-
mos
s 2L VL I
o] [0l e

com abc = 1. Como a acio de F em F fol usada {na prova do Teorema
de Sylow), definamos uma acio de F em FUF', onde F' = 11" feF}
é uma copia de F. Dizemos que os pontos de [ sdo pares e 0s pontos
de F' sdo fmpares. Para visualizacio, liguemos cada f € F com f' € F'
pela aresta V de cor verde. Liguemos tambén: cada ponto fa e F com
f' € F' pela aresta A de cor amarela. Agora a acio de a em F é um
caminho de tipo V A (primeiramente V, depois A) e cada ponto de UL !
pertence a exatamente mma aresta verde e a uma aresta amarela. Para
determinarmos a acio de ¢, lignemos cada ponto f € F com (fc) € F
pela aresta B de cor branca. A acéo de ¢ em F é um caminho de tipo BV
e cada ponto de F U F' pertence a exatamente uma aresta verde, a uma
aresta amarela e a uma aresta branca. Além disso, ¢ facil verificar que
a acio de b em F é um caminho de tipo AB.

fa

f(:_l
. o , _ _ A5
Eliminando todas as arcstas brancas, obtemos S ciclos, cada umn
deles com 2|n| vértices, |u| arestas verdes e [a| arestas amarclas. Da

2

mesma maneira, eliminando todas as arcstas verdes, obtemos Sl ciclos,

b} arestas brancas.
2|

No fim, eliminando todas as arestas amarclas, obtemos eI ciclos, cada

cada um deles com 2[b| vertices, |b] arestas amarelas e

um deles com 2]c| vértices, le| arestas brancas ¢ |¢| arestas verdes.
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Localmente, temos a figura seguinte

que € plana, ou melhor, pelo menos tem uma representacdo plana. Qual
idéia j4 se vislumbra? Podemos pensar em cada ciclo de duas cores como
a borda de uma face (ou de um disco). Como temos a figura localmente
plana, obtemos S, ... uma superficie conexa® compacta e sem borda:

Provemos que § ¢ orientdvel. Para isso, indiquemos os sentides das
arestas em cada face limitada por arestas de duas cores:

e Na face “verde-amarcla”, cada aresta verde tem o sentido do
ponto par ao ponto impar € cada aresta amarela tem o sentido do ponto
impar ao ponto par

e Na face “branca-verde”, cada aresta branca tem o sentido do
ponte par ao ponto impar e cada aresta verde tem ¢ sentido do ponto
impar ac pounto par

e Na face “amarela-branca”, cada aresta amarela tem o sentido

3Por que é conexa?
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do ponto par ao ponto impar e cada aresta branca fem o sentido do
ponto impar ao ponto par

Agora fica claro que um homem de dimenséo 2 e tendo apenas a
perna esquerda ndo pode retornar duma viagem em S, aparecendo com
a perna direita, como é possivel na fita de Mobius,

Calculemos x5, a caracteristica de Euler de 5, isto é, o nimero de
vértices menos o nimero de arestas mais o numero de faces. Como cada
vértice pertence a trés arestas, obtemos o namero 3 - 2|F|, onde cada
aresta aparece duas vezes. Assim temos 3|F| arestas. Portanto®

F| |F| |F
XS=2\F|—3\F;+u+u+u=1\h2|F[.
ol o] |d _

E bem conhecido o fate simples: A caracteristica de Euler de cada su-
perficie conexa compacta orientdavel sem borda é par.

3 ... e vice-versa

O aspecto principal de nm problema comeca quandoe o problema foi ve-

solvido. QQuais as raizes da argumentagio que nos conduziram a solucio?

Podemos explorar as mesmas raizes para mais conhecimentos?
Consideremos o

Problema 2. Dada wiua 3-hola By dividida uas trés 3-bolas B;, i =
1,2,3, da maneira scgninte:  Denoteinos por S8; a borda de B;, + =
0,...,3. Supoubamos gue dnas dentre as S;’s se inferseptam i niuero
finito de faces, trés dentre as S,’s se interseptam nnu wiwere fuito de

*0s que ja estudaram, podem ver aqui a [érmula de Riemann-Hurwitz.
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arestas e quatro dentre as S;'s se interseptau num niimeroe finito de pon-
tos. Seja I wmna das arestas da intersec¢do Sy M Sz M S3.~Pode I dar umn
n6é ndo-trivial, (Para ter um né, liguemos as extremidades de I em Sp.)

Podemos generalizar os resultados obtidos acima da maneira seguinte:

e Dado um conjunto finito M (de pontos; no caso considerado,
M=FUF") '

e O grupo G gerado pelos n subgrupos Z/2Z atua transiti-
vamente sobre M e nenhum dentre Z/27 tem pontos fixos {(no caso
considerado, n = 3 e acgao de cada Z/2Z se dé pela aresta de cor corres-
pondente)

s Seja 7 — 4. Denotamos por G; o subgrupo gerado por todos
os subgrupos Z /27 menos o subgrupo de nimero 4 € denotamos por G5
o subgrupo gerado por todos os subgrupos Z/27Z menos os subgrupos
de nimeros i e §, 4,9 = 1,...,4, i # . Podemos considerar cada érbita
de G; em M como uma superficie, da maneira pela qual fizemos acima.
Por exemplo, sejam ¢+ = 4 e M7 tal drbita. Calculemos a caracteristica
de Ealer de A"

3
Xﬂ/f{ = iﬂ*iﬂ| - aulln’! -+ Ulln' CGhal + M’ ngl + |1‘Viﬂ : Ghal,

onde | M’ : 13|, por exemplo, denota o numero de drbitas de 315 em M’
E fato conliecido que qualquer supeficie temn caracteristica de Euler < 2
e g6 a esfera de dimensao 2 temn a caracteristica de Euler 2. Portanto

M ¢ a 2-esfera se e s6 se

1
_5‘[\,4"| MG M Gl M Gl =2 <0 (1)




[ s

29

Consideremos a igualdade:

|M : Gua|+|M : Gus|+{M : Gra|+|M - Gogl+|M : Gz4l-\l'MVI :Gsg| =

= \ M|+ M Ga|+ M : Go| + 1M : Gs| + 1M : Gy (2)

Tal igualdade é equivalente ao fato de que cada érbita de cada &7; é uma
9-esfera. Realmente, como cada orbita de Gy; aparece duas vezes (uma
vez na 6rbita apropriada de G e outra na érbita apropriada de G;),
a soma dos primeiros membros das desigualdades de tipo (1) é

UM +2\M : Gro| + 2 M : Gua|+2|M : Gral +2|M : Goa|+2|M : Gaal+

42\M ¢ Gag) — 2)M : Gif — 2|M : G| = 2|M : G| — 2\M : G,

Clomo esta soma é no maximo ignal a 0, a igualdade (2) é equivalente a
condicio que cada dérbita de cada (5 ¢ uma 2-estera.

A partir de agora, (2) é verdadeira. Imaginemos cada drbita de cada
G; como a borda de uma 3-bola. Entio obtemos a variedade conexa M
de dimensao 3 compacta e sem borda.

Observagio. M & orientdvel se e sé se qualquer caminho ciclico de
arestas tem comprimento par.
Demostragdo Fica como exercicio.

Lema. Toda variedade counexa de dimensao 3 compacta sew borda
aparece nesta forma.

Esquema da demostra¢io Sabemos que qualguer variedade conexa
de dimensio 3 compacta sem borda é “formada” por um nimero finito de
tetraedros. Escolhamos dentro de cada tetraedro 24 ponios e 36 arestas
de tipos 1, 2 e 3 como indicado na figura seguinte
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Cada face do tetraedro tem 6 pontos associados: 2 pontos para cada
aresta da face ¢ 2 pontos para cada dngulo da face. Cada vértice do
tetraedro também tem 6 pontos associados. Cada aresta de tipo 1 é
paralela 3 aresta correspondente do tetraedro e liga os pontos associados
3 aresta do tetraedro. Cada aresta de tipo 2 liga dois de tais pontos
associados a uma face do tetraedro e associados a um mesmo angulo
da face. Cada aresta de tipo 3 liga dois de fais pontos associados a
um vértice do tetraedro, associados a uma mesma aresta do tefraedro
e a faces diferentes do tetraedro. Cada tridngulo na variedade é face
de exatamente dois tetraedros. Liguemos por uma aresta de tipo 4 os
pontos destes tetraedros associados & face, a um mesmo angulo da face,
e a um mesmo vértice comum dos tetraedros.”

Sejam p' € M’ e p” € M" pontos de Orbitas diferentes de Gi.
Se p' e p” estdao ligados por aresta de tipo %, entdo podemos aplicar
a transformacio indicada na figura seguinte (caso i = 4)

A varijedade nova é homeomorfa & variedade original. Depois de varias
de tais transformacoes, obtemos a variedade inicial, mas com uma s6
érbita de cada grupo G;. Em outras palavras, nossa variedade é quatro
3-bolas coladas. Abaixo tratamos apenas de tal situagio:

e Dado um conjunto finito M (de pontos)

e O grupo G gerado pelos 4 subgrupos Z/27 atua sobre M e
nenhum subgrupo Z/2Z tem pontos fixos

o Cada G, (subgrupo gerado por todos os subgrupos Z/27
menos o subgrupo de nimero 4} atua transitivamente sobre A

e A igualdade
[M : Guol +|M : G| + | M Gra| + | M Gog| + | M : Goa| +|M : Gaa| =

= M|+ 4

5 Lo . . - .
Por que a caracteristica de Fuler de qualguer vaviedade conexa de dimensio 3
compacta sem borda é zero?
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é vélida {G;; € o subgrupo de G gerado por todos os subgrupos Z /27
menos os subgrupos de numeros i e 7, 4,7 = 1,...,4, 1% j)

Teorema. Sejawn dadas duas variedades My e Mo las formas descritas
acima. Entio M € homeoniorfa a My se e 59 se, existe uma sequéricia de
transformacoes, dos dois tipos indicados abaixo, gue produza a descricao
de My a partir da descricdo de My:

e Substituicio da parte distinta do 4-cubo® pelo resto dele (as
arestas paralelas tém o mesmo tipo)

L‘_—\

o Substitnicdo do fragimento do tipo indicado na figura

—

Agora o Problema 2 estd resolvido: ¢é facil realizar um né arbitrario
na 3-esfera como caminho ciclico de arcstas de tetraedros. Portanto
temos o nd como caminho ciclico de arestas de tipos 1,2, 3,4. As traus-
formagdes mencionadas no Teorema dao a possibilidade transformar este
caminho em caminho de comprimento 4.

G . -y ‘
*O leitor tem idéia de poer que o 4-cubo aparece?
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