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1 Introducao

O objetivo do presente trabalho é colocar cm foco uma drea cmergente
situada na fisica-matemasica conhecida como “Sistemas Reversiveis”
{“time-reversible systems”) e que tem sido alvo de estudo, nas dltimas
décadas, por intunercs matemdticos e fisicos.

Primeiramente observemos que simetrias surgem naturalmente em
muifos fenémenos que evoluem em fungao do tempo. Em particular sis-
temas dindmicos reversiveis possuem propriedades simétricas reversas,
isto ¢, quando se percorre um arco de uma trajetéria durante um tempo
tg, 0 arco correspondente da trajetdria simétrica é percorrido no tempo
—t0. Bncontramos uma lista enorme de exemplos envolvendo simetrias
reversas em varios ramos da ciéncia tais como, mecinica classica, ter-
modindmica, mecanica celeste, cristalografia cte... Uma caracteristica
interessante de um Sistema Roeversivel ¢ sen aspecto hibrido, eis que ele
pode apresentar um comportamento local conservativo ou dissipative de-
pendendo da proximidade com seu eixo de simetria. Poincaré usoi con-
ceitos fundamentados em simetvias reversas enr sua obra cldssica [PO]
e fambém Birkoff em [BIK1] e [BIK2] uson reversibilidade em sen es-
tudo sobre o problema restiito dos 3 corpos. Mais recentemente, Moser
[MO1-3], Bibikov and Pliss [BIP] @ Devancy [DE1] realizaraw estudos
sistemidticos sobre a matéria em questdo. Sugerimos ao leitor interes-
saco a leitura de [CHI,LA1-2 RQU.SE1-2] que oferecem apresentacoes
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compreensiveis e elegantes , além de uma enorme bibliografia. No final
desta exposicio apresentamos também wma lista de referéncias que estio
diretamente ligadas ac assunto em pauta neste artigo.

O nosso interésse é apresentar uma exposi¢do breve e elementar so-
bre Sistemas Dinadmicos Reversiveis Lineares, evitando tecnicalidades
e demonstracdes. Assim pretendemos discutir o comportamento gual-
itativo de certos campos vetoriais reversiveis em torno de um ponto
de equilibric. Restringir-nos-emos aos sistemas definidos por equacoes
diferenciais auténomas no R*. Vale a pena dizer que sistemas que apre-
sentam termos nao lineares podem ser mais precisos na representaciio
de certos modelos. Os artigos [RQU| e [LA2] apresentam uma vasta
discussdo sobre o assunto, além de uma extensa bibliografia.

O conceito de reversibilidade de um campo de vetores estd intrinsi-
camente ligado a uma dada involugdo. Lembramos que uma involugéo
sobre R™ & um difeomorfismo ¢ satisfazendo wo w = Id e um campo de
vetores X sobre R™ é reversivel {relativo a @} se a seguinte identidade
for satisfeita:

Do(p).X(p) = =X{e(p)) parafodopec R™

A partiv desta definicio podemos deduzir que se () é uma Orbita
de X entdo o(y{#)} também o é mas ambas tendo direces reversas com
relacdo ao tempo. O conjunto S dos pontos fixos de ¢ (0 eixo de simetria
de X} ocupa uma posicio de destaque diante do estudo do espago de
fase do campo vetorial. Assim por exemplo se uma orbita de X encon-
trar S em dois pontos distintos entdo necessariamente ela é uma orbita
periddica. Procedimentos semelhantes podem ser usados para detectar
dentro do mundo reversivel drbitas homoclinicas e heteroclinicas.

A titulo de ilustracdo da definicAo acima observamos que os cam-
pos vetoriais: (1) X(» ) = (oy,by) sobre o B? é reversivel relativo
a involucao w(mx, ¢) = (&, —y) e (1) X{r,y, z,w) = (ayy + agw, bia -+
boz, ¢y + cow, dyx - doz) sobre o R é reversfvel relativo 4 involugdo
wlo, gy, zow) = (2, —y, 2z, —w).

No caso de L ser uma involucdo linear sobre o R™ e o sistema X estar
representado pela equaciio linear @ = Ax, um céleulo elementar mostra
que: X ¢ L—reversivel se ¢ somente se AL = —LA.

A restricdo A dimensio 4 pode parecer a primeira vista uma simpli-
ficagao; entretanto os fatos que se seguem podem conduzir a uma con-
clusfo diferente: (1) certas téenicas matematicas permitem em muitos




casos reduzir o problema em dimensées superiores para este caso; (2)
muitos problemas provenientes da Mecanica sio descritos por sistemas
no RY; (3) frequentemente encontramos fenémenos onde a Dimensio 4 &
a menor possivel capaz de descrevé-los.

Ressaltamos ainda que difeomorfismos (aplicacdes primeiro retdrno),
provenientes de érbitas periddicas de campos de vetores reversiveis pos-
suem dindmicas interessantes e merecem uma atengao especial {veja por
exemplo [DEV] e [JT1-3}).

Este artigo esta organizado na seguinte maneira. No Capitulo 2 ap-
resentamos definicdes, exemplos e algumas propriedades bésicas de sis-
temas reversiveis. Neste capitulo também apresentamos um comentirio
sobre o avango da teoria nas tltimas t1és décadas. O Capitulo 3 & de-
dicado & classificacdo das equacdes lineares reversiveis e em cada caso &
feita uma andlise do comportamento das solucdes em torno de um ponto
de equilibrio. Ressaltamos que tal classificacio é ilustrada por exemplos
e uma breve discusszo acompanha cada caso.

2 Conceitos basicos

Considere X um campo de vetores reversivel (refativo a uma involucio
() sobre o R™ representado pela seguinte equagdo diferencial ordinaria

&= Ax+ f{z) (1)

onde = € R”, A & uma matriz n x n e f{2) é uma fungdo sem termos
constantes ou parte linear.

Vamos supor que o conjunto § = {p € R" : lp) = p} ¢ uma
superficie de dimensfo k. Uma drbita v de X é simdtrica se olv) =7 ;

um ponto de equilibrio p é siméirico se o(p) = p.

Exemplo 2.1 Consideremos o seguinte modélo proveniente da Mecanica
Cléssica {um par de osciladores harménicos tendo frequéncias ignais)
expressade por:

d =y, o = Gy, dm = —ry, g = —oeTy,

onde o > 0. Podemos perceber que este sistema possui dois pares de
autovalores complexos +ic. Mais ainda, 6le & reversivel com relacdo a
mvolugio R{mg, my, w5, ) = (1, 29, 29, —y). O
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Exemplo 2.2 Um campo de vetores X = (f,g) no plano é reversivel
relativo a involugao w(z,y} = {x, —y) se e somente se 6 uma funcio
par e g uma funcio impar em relacdo a variavel y. Observemos que neste
caso o eixo de simetria de X é dado por S = {y = 0}. |

Exemplo 2.3 Um campo de vetores sobre o B2 expressado por X (z,y) =
(F(z, ), —f(y, 1)) é reversivel relativo a involugo @(x,y) = (y,=). Ob-
serve que neste caso, § = {y = x}. O

Exemplo 2.4 Considere o seguinte campo de vetores no R4
=y 4 ayRE = —1 — axR?, Z = hw + bwp?, 0 = ~dz — bzp?,

onde R? = 22 + % e p* = 22+ w?, que é reversivel relativo a invelugio
o{z,y, z,w) = (—z,y,2,—w). O eixo de simetria do sistema ¢ o plano
S = {1 = 0,w = 0}. Este sistema possui em torno da origem toros
bi-dimensionais invariantes com respeito ao uxo do X. |

(Gostarfamos de lembrar que localmente gualquer involugao pode ser
linearizada através de uma mudanga de coordenadas. A prova deste fato
nao é dificil e ela pode ser encontrada em [MZ].

A seguir listaremos algunas propriedades conhecidas de um campo
vetorial reversivel X.

e O espaco de fase de X é simétrico em relagdo a S.

o Uma drbita periédica v é simétrica se e sdmente se SNy # 0. Se
v(#) é uma golugdo de X entdo p{~y(—t)) também o é.

e Pontos de equilibrio assimétricos on orbitas periddicas assimétricas
ocorrem aos pares. Alem disso a involugao assoclada intercambia
as variedades estdvels e Instdveis contidas no espaco de fase.

o Se A ¢ um autovalor de A {(em (1)) também o sio —X e A Em
particular, no R, se soubermos que A = a +i3, com of # 0 entio
podemos deduzir facilnente que o £ 47 sfo todos os autovalores
da matriz.

2.1 Um pouco de histéria

A famosa teoria ICAM, estabelecida por Komolgorov [KOL], Moser [MO3]
e Arnol'd [AR2,3], trata principalmente da persisténcia de toros in-
rariantes quando se perturba sistemas integrdveis. Nos ancs 60 Moser
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[MO1], e Bibikov/Pliss [BIP] afirmaram que a Teoria KAM poderia ser
aplicada aos sistemas reversveis. Mais tarde Sevryuk [SE1] e Broer/Hui-
tema/Sevryuk [BIIS], entre outros, estudaram este problema.

Em 1976 Devaney [DE1] ofereceu uma importante contribuigéo ao
estudo de Sistemas Reversiveis. Um dos resuitados obtidos por ele,
foi o equivalente, dentro do ambiente reversivel, do cldssico Teorema
do Centro de Lyapunov envolvendo a existéncia de familias de érbitas
periodicas. Qutras extensdes deste teorema podem ser encontrados, por
exemplo, no trabalho de Golubistky et al em [GOL].

Desde entdo um grande ntmero de mateméticos e fisicos tem se in-
teressados em Sistemas Reversiveis. Uma das motivagdes seria a grande
similaridade existente entre Sistemas gue Preservam Volume, Sistemas
Solenoidais, Sistemas Hamiltonianos e Sistemas Reversiveis. Veja por
exemplo os livros de Mackay [MAC] e Broer/Huitema/Sevryuk [BHS].
Deveremos enfatizar tambem que as propriedades simétricas que os sis-
temas reversiveis possuem também as encontramos na maioria dos sis-
temas mecanicos. Em outras palavras, um estudo sistemético envol-
vendo reversibilidade seria muito bem vindo para o desenvolvimento da
Mecéanica Classica. '

3 Campos lineares em 4D

Consideremos o campo de vetores X no R* definido por

dr = Aw 4 f(x), (2)
onde, x = (1,19, ©3, 74), A é uma matriz 4 x 4, reversivel em relagio a
involucao
Rlmy,my, my,mq) = {wy, —xo,wy, —m4).
Vale a pena observar que esta ultima hipdtese nae chega ser uma forte
restrigdo. Observemos que o eixo de simetriade X é 8 = {79 = 74 = 0}.

Sabemos que os autovalores da matriz A sdo obtidos através do sen
polinémio caracteristico

p(A) = Detr(A - M) = 0.

Das relagdes Ro R =1Id « AR = — RA extraimos
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p(\) = Det((AR — AR)R) = Det{AR — AR)DétR =
Det(—RA—AR)DeiR = {DetR)?Det(—A—X) = Det{ A+ AI) = p{—)).

Dai o polindmio caracteristice toma a seguinte forma:
M_bA? 40 =0, (3)

onde a e b sdo pardmetros reais. A classificacdo de tais campos de
vetores vail depender exclusivamente da variacfo de tais parametros.
Assim temos as seguintes possibilidades:

e A equagio (3) possul quatro autovalores distintos. Este é um caso
genérico e contém os seguintes subcasos: -

i) dois pares de autovalores complexos 4=(c £ i3);
P

(ii} quatro raizes reais +a,+as ;

(iil) dois autovalores reais o e um par de autovalores complexos
puros ==23;

(iv) dois pares de autovalores complexos puros +ify, +ifs. Todos
estes casos, sdo ditos de codimensio 0 ¢ correspondem a sistemas
topologicamente distintos. Sobre o plano 7 de coordenadas (e, b)
(veja Figura 1) eles ocupam quatro regides abertas distintas 21,
Ha, Ry e Ry. As fronfeiras destas regifes sdo curvas em 7 cuja
classificacfio serd descrita a seguir.

e A equacdo {3) possul raizes iguais (0 caso a = b = 0 estd ex-
cluido}. Este caso ocorre quando a ¢ b satisfazem certas equacoes
algébricas. Exfraimos da nossa andlise as seguintes curvas (veja
Figuwra 1):

(i} Cy : onde temos dols pares de raizes reals iguais +o, o
(i) Cy : um par de raizes reais e A = 0 como raiz dupla;

(i) C% : um par de raizes imaginarias puras e A = ( como raiz
dupla;

(iv) Cy : dols pares de raizes imaginarias puras i3, =if.

Qualquer sistema satisfazendo qualgquer uin destes casos poderd
ser citado como sendo uma singularidade de codimensio um.
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Classificagao das Sistemas Reversiveis Lineares

e A equacio (3) possui quairo raizes identicamente nulas o que cor-
responde ao case o = b = 0. Este é 0 caso de codimensao 2.

Na Figura 2 esquematizamos as regides acima descritas em funcio
dos autovalores. Através dele podemos facilmente diferenciar os tipos

topoldgices de cada caso enunciade acima.

3.1 Regiao I,

Os campos de vetores nesta regifo sdo do tipo sela — foco e a sua forma

normal é dada por

T1 = a4 Fre, = —F1 oy, T = —axg+ By, iy = P —any.

As orbitas do campo vetorial espiralam em torno da origem. Os cam-
pos de vetores cujas partes lineares séo do tipo ) podem ser facimente
encontrados entre os Sistemas KdV (veja por exemplo em [CH2, DE2-3,
HARJ).
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Regiao R |
Regiao

o

Figura 2: Caracteristica dos Autovalores

3.2 Regiao Ry

O espaco de fase de um campo vetorial nesta regido possui uma descrigao
simples devido a sua hiperbolicidade (i.e. os autovalores possuem parte
reais n&o nulas).

F1 = Ty, Tg T —wy, T3 = (eoTa, Fq = 0ol

Tais campos de vetores podem ser encontrados em Sistemas KdV,
Sisternas Hamiltonianos. Fibras Oticas, ete.... Veja referéncias em [ABL,
CHM].

3.3 Regléo lrl)g

Nesta regifio o campo vetorial é do tipo sela-centro. Sua forma normal

,

é
By o=y, Ay o= —Qan, dm = Bwa, g = —Frs.

Observe que os planos mymy ¢ yiys sAo invariantes e poderemos en-

contrar aplicacdes deste tipo de campos de vetores no estudo do Péndulo

s




g
i

41

Duplo, no Problema dos 3 Corpos e outros. Veja [LMS,MHR] para mais
detalhes.

3.4 Regiao Ry

Neste caso todos os autovalores possuem partes reais nulas e a dinamica
do campo vetorial em torno da orieem é do tipo foco. A sua forma
normal é

Ty = Prwe, T2 = — Py, 43 = famy, Gy = —Pams.

A dindmica de X restrito aos planos z1me e xazy 6 do tipo centro.
P 1 374
. r - ~ . f) Iy .
Suas trajetérias estdo contidas nas curvas 23 + 73 = a2 e 2% + 2 = b2,

Observacao:

Para um sistema X dado por (1), se o ponto de equilibrio é hiperbélico
(casos F1 e Rg) entdo pelo Teorema de Hartman {em [HTAT]), a descrigio
qualitativa de seu espaco de fase pode ser feita a partir de sua parte li-
near. De certa forma o sistema é equivalente a sua aproximacéo linear
em 0. Sobre a regifio R; , devido ao Teorema da Variedade Central
(veja em [AP]) a andlise da dindmica de X em térno de 0 pode ser de
certa forma levada ao estudo do campo restrito ao plano m3x4. De uma
maneira geral, devido a nao-hiperbolicidade do campo (em 0}, sébre as
Regices Rz e Rs o sistema (1) estd longe de ser descrito pela sua parte
linear. Em outras palavras, ac contrario das duas primeiras regies, a
parte linear ndo refiete a dindmica do sistema.

3.5 Curva C,

Sobre esta curva o sistema possui autovalores o, - ambos com mul-
tiplicidade 2. Estamos supondo genéricamente que a mairiz A é nio
diagonalizavel e na forma de Jordan ela é expressada por

c 0 1 0
0 —a 0 1
A= 0 0 o 0

O nosso sistema possui a seguinte forma normal:

o= oy, Ty = —ovr by, by = aag, $g = —ary.
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(Os sistemas contidos na curva €41, assim como familias a wn paré-
metro de campos transversais a ela tem sido estudadas em diversos con-
textos, mesmo no caso nao reversivel. Quando atravessamos a curva C,
passando da regiao R; para a regiao Rg, os tipos de ponto de equilibrio
mudam de sela — foco para sela. Tal fendmeno é chamado de bifurcagao
de Belyakov-Devaney (veja em [BEL,DE2]).

3.6 Curva (5

Os sistemas contidos nesta curva sdo chamados de Bifurcagio do tipo
‘Takens-Bogdanov Reversivel. Uma maneira usnal de estudar sistemas
possuindo tal parte linear é usando o Teorema da Variedade Central (em
[AP]). Uma forma normal genérica para os elementos de Co é:

.’17:1 = T2, .’f:g = 0, .'I":3 = I3, T4 = —OT4.

Quando cruzamos tal curva os pontos de equilibrio mudam de sela
para sela — centro. Um estudo mais aprofundado deste caso pode sexr
encontrado em [IK1,KI].

3.7 Curva Cs

Este caso corresponde a um par de autovalores imagindrios puros i3
e 0 como um autovalor duplo. Tal caso intitula-se Bifurcacio do tipo
Takens-Bogadanov-Hopf Reversivel. Genericamente, ao longo desta cur-
va X possul a seguinte forma normal:

Ty o= mg, dm o= (), @y = fGrg, t4 = — 1y,

Ao cruzarmos esta curva o sistema passa de um foco para uma sela—
ceniro. Em [IK1,AMI], encontra-se um estudo mais aprofundado deste
caso.

3.8 Curva C4

Este caso é sem duvida o caso mais interessante. Ele envolve dois parcs
iguais de autovalores imagindrios puros e convencionalmente ¢ chamado

de ressonéncia do tipo (1 : 1}. Para aplicagbes deste caso recomendamos
o trabalho de Jooss e Peroueme em [[P1]. A sua forma normal genérica
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Ty = Bro+y1, Go = —Br1+y, 1 = By, Yo = —By.

E importante mencionar que no interior da regiac Ry existem curvas
que expressam as chamadas (p : q)—ressondncias (p e ¢ sdo inteiros)
que ¢ motivo de pesquisas de diversos autores. Uma ressonincia do
tipo (p : q) aparece quando o sistema possui dois pares de autovalores
imaginarios puros £if,+:0> tais que a razao entre ) e [ é g As
ressonéncias mais interessantes além do caso (1 : 1) sdo aquelas do tipo
{(1: N}com N = 2,3,4. Um célculo direto permite caracterizar cada
ressonancia acima no plano 7 (veja Figura 2); elas sdo expressadas por

2.2
o=—2L 12 b<o
(P*+ a2

3.9 Casoa=5b=0

Finalmente chegamos ao ponto (0,0) € 7. Neste caso os campos de
vetores possuem todos os autovalores nulos. Em [I0] existe um estudo
envolvendo este caso, e genéricamente a sua forma normal é:

I =ma, Ep=umx3, B3 =4, Ts=0.

4 Comentarios finais

Para concluir, gostariamos de fazer algumas observagoes, agora de cardter

mais geral envolvendo campos de vetores X no R*, nio necessariamente
lineares.

Fixemos X entao satisfazendo X{0) = 0 de tal forma que os auto-
valores da matriz DX (0) sejam +ai e £07. Um dos problemas atuais
importantes neste contexto gira em torno de encontrar uma forma nor-
mal local (eficaz) em torno da orfgenm que possibilita detectar a existéncia

de integrais primeiras, variedades invariantes, drbitas periddicas, toros
ou cilindros invariantes. No caso de toros bidimensionais invariantes,
surgem naturalmente outras questdes tals como existéncia de fluxos ir-
racionals e o6rbitas periédicas homoclinicas. Nesta direcdoe, a classificagio
dada no capitulo anterior desempenha um papel importante.
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Finalmente seria natural perguntar se existe neste confexto um ma-
nancial rico em problemas abertos e factiveis. Sob o nosso ponto de
vista recomendariamos um ataque aos casos ressonantes do tipo 1: NV,
N =1,2,3,4 e as familias genéricas a 2-pardmetros de campos de vetores
reversiveis X, g tais que as partes lineares de Xgq estejam na forma
normal dada na subsecgao 3.9.
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