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Colisoes bindrias no problema
tetraedral simétrico com rotacao

Claudio Vidal

1 Introducao

O problema fundamental da mecanica celeste ¢ o problema dos n-corpos,
que consiste em dar informacdes sobre o movimento de w;parti’culas ma-
teriais, submetidas unicamente 4 agiio de suas atragdes gravitacionais.
Se ry,..., Iy, denotam os vetores posi¢io das particulas de massas my, . ..,
M, 0 problema consiste em se resolver o sistema de equagdes diferenciais

Ty
777".-71'-? = - Z I—L—l’ {r; — I‘j), i=1,..,1m, (1)

as unidades sendo tais que a constante de gravitagio é 1. Uma colisdo
é uma posicio dos corpos com r; = ry; para algum ¢, j, com i # j. Se a
posicao inicial no problema dos n-corpos néo ¢ wina colisao. os teoremas
classicos de equacoes diferenciais ordindrias garantem a existencia de
wma tnica sohicdo nun intervalo maximal, digaos (#7,17). Se i >
—oo (ou #7 < +o0) dizemos que a solugdo tem uma singularidade em
i ().

O problema dos n-corpos 86 pode ser resolvido analiticaente para
n = 2, tendo-se alguns regultados parciais para as solugdes no caso 7 > 3.
[ por isso que para estudar e entender methor este problema procura-se
reduzir os graus de liberdade restringindo-se a atengio, por exemplo,
a solugdes simétricas. Isto é feito por exemplo nos frabalhos de De-
vaney [D1], McGeliee [Me], Lacomba [La], Lacomba e E. Perez [LaEpi,
Simaé e R. Martinez [SiTun], oude sdo escolhidas massas e condigoes ini-

clals apropriadas para afiruar qne as solugoes tem uma configuragao
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geomeétrica particular para todo tempo. Estas configuragdes podem ser
de tal forma que os corpos sejam colineares, ocupem os vértices de um
tridngulo isdsceles, um trapézio, um losango ou de alguma outra con-
figuracio.

Neste trabalho consideramos quatro massas pontuais ignais, m; =
mz = m3 = g e, sem perda de generalidade, podemos assumir que
elas sdo unitdrias, movendo-se no espago euclideano RB? de coordenadas
(m1,m2,%3) sob a lei de atragio de Newton, oude as guatro particulas
formam dois bindrios, com um bindrio acima do plano 2,79 e o outro
abaixo deste plano. Ademais, o centro de massa estd fixado na origem
do sistema de coordenadas. Escolhemos condigdes iniciais tais que os
COIrpos my e my estio sempre dispostos simetricamente com respeito ao
eixo x3 e, analogamente, para o bindric my e 17, mag o0 momento angular
do bindrio my — mg seja o oposto ao do bindrio mg — my, de modo que
o momento angular fofal ¢ nulo. Chamarcmos a esta simplificacio do
problema, dos 4-corpos no espago de Problemo tetraedral simétrico com.
rotacao.

Assim, no problema tetraedral simétiico com rotacio, as simetrias

r =

(21
re = E:ml: —:r:g,:i:g) (2)
(

rs
1y

I

sao preservadas pelo movimento, hem como snas velocidades. Na figura
1 apresentamos o problems.

Em virtude das simetrias do problema, o sistema temn trés graus de
liberdade ¢ estd unicamente determinado pela dinamica do corpo t).
Das equagoes do movimento do problema dos n-corpos, para o corpo
temos

RAR o bt ry—rg ry—1r)
'y = =z + 7 + o
21 RY] Al




Figura 11 O problema em coordenadas cortesianas

o, equivalentemente,
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As equacdes do movimento (3) poden ser eseritas como um sistema de
equacoes diferenciais de primeira orden e forma Hamiltoniana, com

fungio Hamiltoniana
: 1 .
Hiq.p) = 5lpl* + Via) (4)

onde q = (21, 72, 213) ¢ a posicae. p = (g1, 00, 03) = d Ga velocidade de
o
1 1 1 1 _
V(q) - _1 {2 2 + ) 2 + £ 9 1 (O)
VT + @5 \“f KR Rt VD +
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Note que Vi{gq) < 0 e que V & homogénea de grau —1. O sistema (3)
pode ser escrito da seguinte forma : \

q, = Hp: p' = *Hq (6)

onde Hy {respectivamente, Hy, ) é a derivada parcial de H com respeito a
q (respectivamente, P). A funcdo potencial V est4 definida e é analitica
sobre o conjunto B3\ A, onde

A =AU A3 U A9z, com Aij ={q¢€ R? Jry = Ty = 0},

ou seja, A representa o conjunto das singularidades e é a unifo das
subvariedades 4A;; de dimensio 1 em R3, que correspondem aos eixos
coordenados. Logo, as equacdes (6) determinam wm campo vetorial
analitico sobre (R3\ A) x R?.

Da andlise das equacdes em (3) e dos conjuntos Ay vemos que sé
podem existir dois tipos de colises: a colisdo Lolal e ay colisdes bindrins
simultdnecs. A primeira ocorre na origem e foi estudada pelo autor
em [Cl], trabalho no qual se faz um estudo qualitativo, por métodos
analiticos, do fluxo numa vizinhanca da colisdo fotal; para tal se fas
uma “explosdo” ou “blow up” da singularidade, usando coordenadas
tipo McGehee como em [Mc) ou [D2]. Outro importante resultado apre-
sentado nesse artigo diz respeito a caracterizagao das singularidades do
sistema (3) no problema tetraedral simétrico com rotagdo. Primeiro pre-
cisamos das seguintes definicdes: suponha que r(#) tem uma singulari-
dade em t,; esta singularidade é chamada uma singularidade de colisdo
se existe r € A tal que r(#) — 0", quando £ — £, Caso contrario, a sin-
gularidade é chamada singularidade sem colisio on uma pseudocolisio.

A questdo da existéncia de singularidades sem colisao proposto por
Poincaré ¢ Painlevé tem sido wm problema aberto por mais de v séeulo.
Para o problema de trés corpos Painlevé (1897) {ver por exemplo [Di])
mostrou que fodas as singularidades sfio devidas a colisio. Xia na sua
tese de doutorado em [X] provou a existéncia de singularidades scm
colisdo num problema de 5-corpos: modificagoes de seu argumento per-
mitem mostrar que tal comportamento existe no problema e F1-COUPOS
para n > 5. Esta questio ainda permanece aberta para o caso i = 4. O
seguinte resultado pode ser encontrado e [Cl].

Proposicao 1 No probicma tetraedral simétrico com rotagio fodas s

singularidades sqo devidas a colisiio.




Nosso principal objetivo neste artigo € analisar, por métodos anali-
ticos, o oufro tipo de singularidade, isto €, o comportamento dos cor-
pos préximos da colisio binaria simultdinca. No problema em andlise é
possivel dar bastante informagao da dinamica do fluxo numa vizinhanca
da colisio bindria devido & simetria do problema, a qual deve-se essen-
cialmente ao fato que as colisdes bindrias simultaneas sao “forcadas”, ou
seja, se por exemplo 08 COIpos M € 1My colidem entdo ma e my colidem e
esta singularidade aparece num (nico termo do potencial V dado em (5)
associado ao problema, ou que nao acontece por exemplo no problema
trapezoidal estudado em [Lal.

O estudo das colisdes bindrias simultineas serd dividido em duas
partes. Na primeira parte (se¢do 2) definindo o vefor r = r; — Iy,
conseenimos provar ¢ importante resultado,

r{f
Teorema 1l ———

2
nal a j=(0,1,0).

= e para wm certo vetor e; este vetor € ortogo-

Daf concluimos que o movimento préximo da colisao bindria se d4 ao
longo de uma dire¢iio bem definida, ou seja, 0s cOrpos numa vizinhanga
da colisio nfo se comportam de forma aleatdria. Isto é conseguido obsex-
vando que perto da colisio bindria simultanea o problema comporta-se
como dois problemas de Kepler perturbados. A segunda parte (secles
3 e 4) consiste em fazer uma explosio da colisdo bindria simulténea e
em sen lngar infroduzimos a variedade de colisao bindria, que permite
caracterizar o conjunto de condigdes niciais que leva A colisfio bindria

simultanea. Isto ¢ ennuciado na seguinte Proposicao :

Proposicio 2 O conjunto das drbitas que termanam {comegam) em co-
lisio bindvia simultines ao longo do cico wo ¢ wma subvariedode difer-

enciduel de dimensio 4.

Finalmente. a secio b estd dedicada as conclusces deste trahalho.

3




2 O fluxo numa vizinhanca da colisao binaria

\

Analisaremos uma solugéo do problema tefraedral simétrico com rota-
G0 que experimenta uma colisdo bindria simultinea no instante t,. Sem
perda de generalidade, assumiremos que a solugio termina em colisfio
binaria, ou seja, ¢ tende a #, de forma crescente. Devido As simetrias
do problema, basta analisar a colisdo bindria simultanea que ocorre ao
longo do eixo m3, ou seja, quando colidem simultancamente os corpos
r; eryg, rz e ry3 (mas que ndo é colisdo total, assim 29 € (R\ {0D).
Em coordenadas cartesianas isto é equivalente a ter m; — 0, 29 — 23
e 23 — 0 quando t - f,, com 2% € (R3\ {0}). A andlise a seguir serd
feita s6 numa vizinhanga da colisdo bindria, ou seja, no ponto (0,0, 23);
portanto, podemos assumir que |z — 23| < e, :}:‘f -f-:r:% > ke .'r:% +a:§ >k,
para certos valores de € e & constantes positivas.
Lembrando as equacdes (1) do problema dos n-corpos devemos ter

#_ {ra—ry rs—r) ry—ry
ry = ( pe i s
31

LS Ti1

' —I'4 ra-—TI, r's—1I4
(Digte 4 p2te g panma )
"l 734 T34

(7)

i

”
onde 1y, = |[r; — e

Para analisar a colisdo bindria simultinea faremos a seguinte substi-
tuicao:
r=r; —ry=2(n,0 n3),
on seja, o vetor r mantéi-se uo planoe ayag: segne de (7) que
i r
B
onde r = |r]| e

s — 17y I'y —I'y 'y — 'y Iy —I'y
R = ( + - -+ E -+ N

o ] -
"ot iRy 4 iy

Assim, R ¢ a for¢a exercida pela atracio dos outros corpos, que en
coordenadas cartesianas corresponde a
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E importante observar que na expressido da fungido R nao aparecem
termos que envolvem a colisdo dos corpos ry e rq, r2 e r3. Logo, numa
vizinhanga da colisdo bindria temos a estimativa

Lema 1 |R| < ﬁ T

Quando ocorre uma colisao entre 0s corpos rp e ry devemos ter que
r — 0 quando ¥ — #,. Assim, do lema anterior, segue que a funcio R
tem norma pequena mum certo intervalo proximo da colisfo. Portanto,
podemos considerar a equacdo (8) como uma perturbagio de um pro-
blema de dois corpos. Isto nos diz que a influéncia dos corpos ry e ra,
quando comparada com a dos corpos ri e ry, nio afeta o movimento
do vetor definido por r, préximo da colisdo bindria. Logo, podemos
esperar que a posi¢ao do vefor 1 comporte-se, no instante da colisdo
bindria, da mesma forma que se a colisdo entre ry e ry fosse ter lugar
num problema de dois corpos. Mas, no problema de dois corpos, uma
colisdo € possivel s6 no caso de movimento retilineo. Mostraremoes que no
problema tetraedral simétrico com rofacac a colisao bindria em andlise
acontece de forma semelhante.

O seguinte lema sexd importante para nossa analise.

2
* -

Lema 2 Seja g = %Hr £; entio

I.g=R-rv'¢

N . ;
2 (32) — P2 -Ror

T

onde - denota o produto escolar candnico de RY.

Demonstragae Para (1) basta fazer o produto interno entre a ex-

pressio (8} e r’. Para (2) faca o produto escalar de {8) com r, e use as
identidades {£92) =1 -2, (%-;-2)” =2 +r-r" e (—iHr’HZ)’ =r' 1" m

Lema 3 Os sequintes limites sdo equivalentes,

) J It
I Bmor | =?) =2
f—t., 2

1 -
2 Ji g =2
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Demonstragao Multiplicando a identidade em (2} do lema 2 por r

temos: -
2 I
-
r =] —r|riP+2=rR-r.
2
Tomando o limite quando ¢ — t, e lembrando o lema 1, obtemos a
seguinte condigio:

I

2
. r
lim <7 | — | —rr'[2+27 =0, (9
t—ty 2
de onde seguem-se as equivaléncias do lema. |

o1
Suponhamos que verifica-se (2) no lema 3, ou seja, rhn;; 5 T[|r’|\2 = 2.
Segue gue -
I’ — 400 elogo rfir'|| =0 quando * — iy,

de modo que
r x ¥ =0 cquando, f— i,

pois |[r x ¥ < ||r||l|lz’|]. Portanto, conseguimos o seguinte resultado:
Proposicao 3 Se (2) do lema 3 se verifica, entdio

lim{r x r')=0. (10)

t—f,

Este resultado nos diz que numa vizinhanga da colisdo bindria em estudo
o momento angular é quase nulo. Observe que em cordenadas cartesianas
ele é dado por
rox v’ =4(0,0, 232 — mh).
Da relagio de encrgia dada por (4), temos

1 L1 1

A8 4 23172

4 (x5 + ) /

M2, 1 a2 _l_
Ll B 2 A 4 (:J:% + :r:%)l/2
onde A é um valor fixo da energia total e além dissgo, das equagoes do
movimento dadas em (2) e pelas condigdes das solugdes que estamos
analisando temos que 2% (1) deve ser limitada, logo 2:5(#) é limitada numa
Wil = oo

viginhanca de #,. Além disso, sabemos que i’ — oo e
quando t — %, ¢ lembrando que estamos estudando o caso onde s6
ocorre colisdio entre os corpos r ¢ ry, obtemos a seguinte desigualdade
numa vizinhanga do chogue bindrio:




Lema 4 ||} < ,—%—, para alquma constente positive C que depende da

energia ¢ do vizinhangae da colisao bindria stmultdnea em andlise.

Agora mostraremos gue a identidade em (2) do lema 3 é vilida. Dos
lemas 1 e 5 segue que, numa vizinhanca da colisdo bindria,

RN < o2,

donde
R-r'— 0, quando *—1i,.

Portanto, da equagéo (1) do lema 2 temos
¢ — 0, quando & —t,

donde existe lim g(t). Lembrando a expressio de g e como v — 0
L—le "

quando t — t,, obtemos a informacio ( 2) do lema 3.

A seguir, mostraremos o importante resuitado, o qual afirma que a co-
lisao bindria entre rq e rq deve ter lugar segundo um angulo bem definido.

. . e f P . .
Mais precisamente, o vetor unitario % tende a uma posicdo limite.

()

' r ey oA -
Teorema 2 Jim ﬁ = e para wm certo vetor unitdrio e, o qual €
tte e (F

ortogonal a 3= {0,1,0).

Deste teorcma segue que nenhinn dos “clusters” (agrupamentos 1-4, 2-
3) entram cm “spin” infinito quando os corpos colidem (problema de
Painlevé-Wintner, ver por exemplo [W]).

Antes de provar este teorcma precisamos dos seguintes leinas:

Lema 5 | (&)]f < L5t

T

Demonstragiao Basta derivar a expressao fp e usar a identidade

[
VoVW VoW V= (VX W)XV,

com v=1rw=1. 8

llir = Y]]

]
2

TRV

Lema 6 <




Demonstracao Basta fazer o produto vetorial da relagdo en: (8) com
r e usar o lema 2.1. =

Demonstracao do teorema 2 Do limite dado no lema {3-i) segue
que (r3Y" — too quando f — t,; podemos entio escollier um intervalo
suficientemente pequeno e tormo de £, tal que (#2)” > 0, ¢ entdo ueste
intervalo (+?) é uma funcio crescente neste intervalo. Como 0 < 7% —
quando ¥ — 1‘*, diminuindo o intervalo em torno de #,, se necessirio,
temos que 72 ¢ uma funcio wondtona decrescente. Apora, integrando
(rxr'Y entre t ¢ f (+ < t,), mantendo # fixo mas préximo de #, e fazendo
L — t,, temos da proposicic 3 que

r(f) x () = /rlf(r x 1'Vds |

dt

Logo, pelo leimna 4, Lenos

A\

-f.
Wﬁ)xﬁmu_/lww)x#wWWM

5/ Cv3(s) |ds|
§0/7%JM4
< C () |t =1

Da desigualdade acima segue ¢ue

101

fr(f} x

l d
20 < C V-1,

Usando o lema b obtenios

(V<o n

/
r

(—) — 0, (quando, 1 — 1,
.

Portanto, existe o limite de T quando £ tende a £, ]

e entao
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!
Coroldrio 1 £ x (W) — 0, quando  t > t,.

Demonstracgio Segue do teorema 2 e da designaldade {11). B

Corolério 2 I x H:_:H — 0, quando t — 1,

(r>’ v’ xllf
i 5T
T T T

Substituindo a relacio acima no limite do coroldrio 1, temos

Demonstracao Temos

/

r r
- x ——0, quando t—1,,

'r

e como r — (} segue que

r ]

- x r —0. quando *-— 1.

r
Além disso, j4 foi mostrado anteriormente que [[r'|| — oo, quando t — #,,
e o resultadeo segue. L]

O coroldrio acima nos diz que a trajetéria de r{#) é praticamente
uma linha reta para # proximo de #,, e logo

r'(#)

lim —%~=e ou —e.

i=te |r'(2)]

A seguir, analisaremos o comportamento da trajetoria do corpo ry
para f proximo de f,; mais especificamente, analisaremos a frajetéria
do corpo r| pouco antes ¢ pouco depols da colisao bindria. Para isto
observewmos que

1 )
= 61‘ + 9]
donde f )
o _ 1 Ty s
AR R AL
I R S r’) . (12)
=32 —— Ty

M\/ )

Como j4 verificamos que nuna vizinhanga da coliso bindria em estudo
#4{t) é limitada e, por outro lado, sabemos que [[v']| — oo e [|rjf] — oo

quando 1 — t,, decorre da equagio (12) o sepuinte resultado.

SEATHT
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Figura 2: Comportamento das dvlitas pracimo du colisdo bindria

") t o i
Proposicao 4 hm 1) = lim i

A O e IO

Analogamente, para o corpo rq = —ir + aaj obtenmos
H 1 vl

lim M = — ]im ﬂ
=t e ()l =t ()]

Estes fatos mostram que os corpos gue estio ., on seja, 1) e 1y
(respectivaniente o e rq) cw tewpo proximo da colisfo bindvia, sio
assintoticos a mma mesina Inha reta determinada pelo vetor el on seja,
0 movimento destes corpos ¢ prafticamente retilineo cm fompo proximo
da colisfo bindria {veja figura 2).

3 Variedade de colisao binaria simultanea
Nesta secdo continnaremos o estudo dag drbitas proximas da colisio
bindria simultanea {gue nao ¢ colisio total), Portanto. consideraremos

orbitas como na secilo anferior. isto &, drbitas tais que

wp = ay =l o an — 00 quando F—#
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onde 25 # 0. Um primeiro fato a observar é o seguinte: a energia do
bindrio 1-4 ¢ dada por

1 1 1
h]_4 = -;)*(i

2 2
yi +u3) — 5 —— (13)
= 4 \/ﬂ:r'l)-i—.’r:%

Logo, da relacio de energia total com valor fixo  do sistenia (4), segue
que
2

1
hyg=hHh— 5! 15) +

1
\/ +19 \/’T%—I—T% ’

e portanto, quando £ — t,, temos que a energia do bindrio 1-4 & limitada.
De fato tal afirmacio ¢ verdadeira pois, como j foi dito na segao anterior,
no instante da colisio bindria existe o limite de y(f).
Agora, introduziremos coordenadas apropriadas do tipo McGehee
(vo a [Mc] ou [D2]) para estudar a colisio bindria. Sejam Q = {m1,78) =
(ry1 — m) e P = Q. Note que o centro de massa dos corpos my = m @
'nr4 = m. é dado por (0,74,0). Agora, considere as coor denadas

p=1Ql = /2{ + a3

sS=p"'Q 14
4 = {)1/2(1:)’ S) ( )
w = 2P — (P,S)S).

A figura 3 mostra a geometria das varidvels @Q o S, Note que nestas
coordenadas |S|| = 1. (S, W) = 0, isto ¢, podemos pensar que (S, W) €
TS, Assim. nestas coordenadas a fungao potencial ¢ dada por

1 1 1 1
I/(Q,.'?fz) v +

1
4 HQH 4 V"f:::;f + .’Ifi \/?‘é + .7:5

e as singularidades de V' correspondens a Q = (}, ja que estamos supondo
que mg € RY {0}
Facamos o re-cscalamento no tempo % = p*?. Das equacoes (3) ¢

1 TR
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Figura 3: Coordenadus sobre a colisdo bindria
nsaido as novas variavels obtewos o seguinte cinnpo vetorial

p=pou

A | W2+l,2 ?5-(3.

= —7+ [[W]| 5 0 [ Ser)

S=W
(15)

W =4 0 W= |[WIS =g {[{p.S.r2)S + ylp. 8.}

Ay = /)3/2;]-3

iy = — L2, | + : )
2 ,If Te “,:5-":_*_,3::):1/"_- "‘v'"',"”‘%"i"'gj”’u ; :

oude = %
| !
j_S_,IJ = - ¥ ) ) I - ) }
Y 2) LAPAST F ol (S g
o
L 5.
{ J.S..i“ - — 3 = ()
4l 2) A ('”'_J‘_I-’ 2 (prSs o)

sa0 fnncoes analiticas mma vizinbanca da colisio hitdria, Portanto.
couscenimos ostender o (fixo analiticamente ao conjuuto po= 0. que
correspolude A colisio bindria. Nestas coordenadas arelagao de energla




G2

é

1 o 1 1, 1 1
(W2 + 0% — == pQh—Sya — =+ ———=
2 4 2 \ﬂfz 5f + .'1:5 \/pz.s"ri -+ .7:%

Nas novas varidvels temos que

(W12 +0%) - >

ph1 (W, 0) = 1

2| =

Definindo k14 = phig, segue do comentdrio feito no inicio desta segéo
que kg — 0, quando £ — f,.

Proposicao 5 O conjunto definido por p = 0 e lny = 0 € dnvariante
pelo fluro associado o campo dado por (15).

Demonstracae  Quando p = 0 segue que p = 0. Por outro lado,
derivando k14 com respeito a A e usando as equagdes dadas pelo campo
(13), temos

dkiig 1

] D .
- 1't3 ('UHWHZ + ’U'B) + " {of(8,m2) — (W, (S, z2))} -

Considerando p = 0, segue que

k). 1 1 2 :

o= —qu g WWIE )
= ky (W, 0).

e s5egue o 1'(—‘511“’?‘&([0‘ B

Definicao 1 Definimos o vuredade de colisco bindria simultaneo ou,
simplesmente, o veriedade de colisio bindrin, ao bindrio vi-ry como o
conjunto
Q=1{(p, 0,8, W, g, ) € [0,00) x B x TS x (RN {0}) xR/
p=10. k(W o) =0}

Observe que {2 independe de o e consequentemente, para o superficie de
energia estendida ¥y, definida por p > 0 e tal que a relacio (16) é valida,
femos

Sy =, U0,
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Figura 4 Variedade de colisio no problema de dois corpos

onde a superficie de eneroin ¢ definida como o coujnnto invvariaute pelo
fixo. By = {{q.p) € (R VA x BY [ H{q.p) = iy Assie 2 pode sor
considerada como a frouteira de eada superficie de cueigin.

Da proposicao 5 segue que a variedade de colisao definida acima ¢
nma subvariedade invariante pelo canpo vetorial (15) de codimensao 1.
Assim, drbitas de colisio bindria aproximani-se da variedade de colisio
bindria 2 em tempo finito. O fluxe sobre a variedade de colisio bindria
& dado por

Pk WL

S=w
W= —4W - [W]?s (17)
o=
2 = ).

O campo dado ent (17) corresponde exatamente ao Hnxo sobre a sarie-
dade de colisao associada ao problema de dois corpos () o1y lenabre
(e a variedade de colisao no problena de dois corpos correspolle a
n tore 77 {eomo na fgura L) o portanto. o variedade de colisio O
pode ser identificada com 72 % (BY [0)) % F (voja (D3} O fiuxo sobre g
variedade de colisao ¢ o produto do hiso dado por (173 salve T2 0 o flnso
identickade sobre {23 {0}) x & Desta foruas quindo nos aproxinano
da colisao hindvia eutve v ¢ vy (logo 1y ¢ ra} o eleito das pertienta-

re ¢ vy sobre elas desaparcce o Hite. cono Botinlmmos mosteado

analiticamente ua secao antesior.
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4 Estudo do fluxo sobre a variedade de colisao
binaria )
Como ||S]| = 1 e {8, W) = 0 introduziremos coordenadas polares. Seja

S = (cosd, sendl) e W = w(—senf,cosf), onde 8 € [0,27) e w € R
Nestas coordenadas temos que o campo (15) é

p=puv

= —% +w? % v? 4+ 0P F(p, B, 1)

0= w

W = —% v w— pilglp, 0, 29), (—send, cost)) (18)

iy = p 2y

Lo 1 ‘ |
Y2 =77 2 ((J.')-’-.f:a:).sz(}ul-:r:é)3"'2 i (;12.5'(:'n,39+rr:§)3/2) '

Nestas varidveis kg = %(w2 + v?) - il e portanto, nas coordenadas
(p = 0,v,0,w) o fluxo estd sobre o toro T2, Logo, a topologia de §2
corresponde ao produto de um toro com (RY {(}) xR, Outra observagao
importante é que o campo definido em (18) 6 tem singularidades quando
p =0 ey =0, ouseja, quando ocorre colisdao total. Portanto, numa
vizinhanca da colisiio bindria, nfo total, temos um campo analitico. O
campo sobre a variedade de colisfo bindria nestas coordenadas fica

0= 7%;+w2+% ”2

= w

W = —é (L (19)
iy = ()

]‘}2 :(]

Proposicao 6 As solugoes de equilibvio de (18) correspondem. a,

‘h‘2 =

1 oL
=, G arbitrdrio, w = 0, wo = 25, ya = ¥

£

e todas elas estao sobre o varicdade de colisao bindria.




Corolario 3 O de equilibrio de (18) para wm walor ﬁro de {(ma,ys) =
(235,y3) € compacto. .

Demonstragao Pela proposigio 6 o conjunto das solugdes de equilibrio
é dado por NTUN" onde, N¥ = {£1} x ST x {0} x {23} x {¢3}. =

Seja agora

N ={(p,v,0,w,m9,9ys) € Q/f0v° = =0, #, xp, eys arbitrdrios}.

1

Y
Note que N é uma subvariedade tridimensional da variedade de colisio
bindria e é formada inteiramente por solugdes de equilibrio do sistema
(18), donde N é invariante pelo fluxo associado ao campo (18}. Topo-
logicamente, N pode ser vista como duas cépias de ST x (R\ {0}) x R.

4.1 Linearizacao do fluxo

A linearizagéo do fluxo num ponto de equilibrio (p = 0, vy, f, 0, 25, y3)
é dada pela matriz

0 wp 0 0 00
0 0 0 1 00
A=10 0 o —qvg 0 0|’
0o 0 0 0 00
0 0 0 0 00

cujos valores proprios sio: ug, vy, f%'u“: 0, 0¢0).

Comentario 1. Consideremos a solugio de equilibrio £ = {0, v, 0y,
0,23, y5). O ponto (a3, 45} descrave a posiciao limite da colisio bindria
simultanea. Analogamente a como ¢ feito e forma bem mais geral vo
trabalho de Elbialy [Elb], podemos estudar as propriedades locais do
fluxo dado por {18) proximo de £

Comentario 2. No problema de dois corpos ou problema de IKe-
p 1
pler, sabe-se {ver por excuplo Devaney [D3]) que as variedades estével

e instavel do conjunto das solicdes de equilibrio sdo bi«limensionais.
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A superficie de energia estendida, nas coordenadas (p, v, #,w, 22, y2
p o H b 3 1 1 ¥ 1

¢ definida por R
Th= {(pv,0,w,29, ) € 0,00) x Rx TS x (R\ {0}) xR/
S 20)
Lew? +02) =k = p b+ Volp, 0,09) — $u3) ),

onde
1 1 1 1

Volp,0,ma) = 5= Vip fhma) = 5 — =+ — -

\/{)2887?,29 + 2:3) \/pzcaszf) + a3)

Verifica-se que o espaco tangente a ¥, num ponto p = (0, vy, fo, 0, 23, y3)
é dado por

— 3 (i .
TpXy = {¢€ R/ & = E&};

onde = h — VplU,#y, 15) — %yg_, e ¢ gerado pelos vetores do conjunto ;
C={{, 2 0,0,0, 0Y,(0,0,1,0,0,0},(0,0,0,1,0,0},(0,0,0,0,1,0),
(0,0,0,0,0,1}}.

Lembremos que a parte linear do Auxo determinado por (18) é dada
pela matriz 4, caleulada anteriormente, que tem & forma

(&y] 0 0 0
00 1 0
B=[Ale=1]0 0 —iu
0 0 0 0
o0 0 00

(o)
o O S O

na base do espaco tangente deterinada acima. Assim, sobre a superficie
de encraia estendida (para wm nivel fixo da energia b, os valores proprios
da parte lincar correspondeis a g, 0, -%-z:“‘ 0,0, Os vetores proprios nas
coordenadas (&5, &y, &, &0 &) associados a estes valores proprios corves-
ponden a

1) Para o valor proprio v o vetor préprio ¢ (1,0,0,0,0) [ou (1, +,0,0,0, 0)]

2} Para o valor proprio —%yn o vetor proprio é (U,l,f%uU,U,(J) [on
(0,0, 1, —520.0,0)]

3} Para o valor proprio 0 os vetores proprios sao (0, 1,0,0,0), (0,0, 0, 1,0},
(0,0.0.0. 1) [ou (0.0, 1.0,0.0). (0.0.0.0.1,0), (0,0,0,0,0, 1]




67

onde os vetores no interior dos colchetes sfo o vetores proprios nas
coordenadas (&1, &z, €3, &4, &5, &6) sobre T,X;,. Portanto, concluimos que

Tolp = B & B @ TN,

onde Ef (E™) é o espaco gerado pelo vetor préprio associado ao valor
préprio negativo (resp. positivo} e TN ¢ o espaco gerado pelos vetores
préprios associados ao valores préprios nulos, que ¢ exatamente o espago
tangente associado & subvariedade definida pelos pontos de equilibrio
associados ao campo (18) sobre a variedade de colisao bindria.
Adaptando as defini¢gées de Hirsch, Pugh, Shub [HPS], temos

Definicdo 2 Seje ¢ o fluse sobre uma vaviedede M e suponhamos que
N € uma subvariedade de M que consiste de pontos de equilibrio para
o fluzoe. N € dita normalmenie hiperdolica se o fibrado tongente o M
sobre N decompde-se emn brés sub-fibrados TN, IF% ¢ '™ invarianies pelo
fluzo e satisfozendo

1) dpy controi ¥ exponencialmente.
2) dpi expande EY exponenciclmende.
3) TN £ o fibrado tangente de N.

Assim, segue da conclusdo anterior que o conjunto N é normalmente
hiperbdlico.

Para subvariedades normalmente hiperbélicas temos a usual existén-
cia de variedades estavels ¢ instaveis junto com a persisténcia destas
variedades invariantes sob pequenas perturbagoes . Mais precisamente,
temos o teorema

Teorema 3 Sejo N wma suboariedode normabinente hiperbdlica for-
mada por solucées de equilibrio pora @, Aueo do compo (18). Entdo,
existern variedades diferencideeis, cstavel ¢ dnstavel, tangentes ao longo
de N a B¥@TN ¢ B"&TN ., respectivamente. Adnda mals, N bem como
ns variededes estavel ¢ instdvel pevsistem sobl pegienas perturbagcoes do

fluzao.

Para uma demonstracao ver, por exemplo. [HPS]. O teorema acima
nio diz que a subvariedade invariante N persiste sob pequenas per-
turbagdes; de fato, todos os zeros podemn ser destruidos por peguenas
perturbagoes , mas deve existic alguuna variedade invariante proxima.
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Seja agora C’H;' o conjunto de todas as érbitas que terminam em
colisdo bindria, nio total, ac longo do eixo 23 com uma configuracao em
N. A estrutura de variedade de CHY segue-se do fato que N é normal-
mente hiperbélica. De fato, C’H‘j' é exatamente a variedade estavel do
conjunto invariante N. Jd foi mostrado que N tem uma dire¢ao aira-
tora, portanto, CH é de codimensdo 1 (4-dimensional). Analogamente,
definimos C'H5 como o conjunto das érbitas que comegam em colisao
bindria com uma configuracio em N. Este conjunto tem estrutura de
variedade e coincide com a variedade instdvel de V. Assim, segue

Proposicao 7 O conjunto das drbitas que terminam, (comnegam) em
coliséo bindria simultinea ao longo do eizo xg € uma subvariedade difer-
encidvel de dimenséo 4.

Comentario Argumentos andlogos ao nsado para demonstrar a propo-
sicho acima foram usadas por Xia (IX1) como vesulfado preliminar para

a prova da existéncia de singularidades sem colisao.

5 Conclusoes

Com este estudo das colisdes bindrias simulténeas no problema tetrae-
dral simétrico com rotacio, conseguimos provar analiticamente que no
instante da colisio bindria os corpos nfio passam por um “spin” infinito,
isto &, os corpos nio colidem de maneira cadtica. Com efeito, a colisao
se 4 ao longo de uma direcdo bem definida, resultado que aparece no
teorema 2. Além disso. caracterizamos topologicamente, na proposi¢ao
7. o conjunto de coudicoes inicials que couegal ¢ terminam em celisio
bindria simultanea.
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