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A unicidade dos coeficientes de torcao
de grupos abelianos finitamente gerados

Gervasio (3. Bastos

Apresentamos uma prova simiples para a unicidade dos coeficientes
de torcio de grupos abelianos finitamente gerados.

Usaremos notagao aditiva para girupos abelianos. Os coeficientes de
torgdo de um grupo abeliano finito @ sfo definidos como wma seqiiéncia
de numeros inteiros di,...,d, > 1 tals que di|dy...|d. , ¢ tem-se uma
decomposicao ¢ = HIPR H: @ ... P H, (+) onde H; ¢ um subgrupo
ciclico de ovdem [H,| = d; { = 1, ...,7). Em particular, a definigao exclui
a possibilidade de somandos triviais. A titulo de simplificagdo D. B.
Surowski (veja referéncia abaixo) apresenta uma demonstragio indutiva
inclnindo cerfa identificaciio de grupos e uma interessante propriedade
de cancelamento em somas dirvetas de grupos ciclicos. Sua argumentacio
parte do fato que d, é o expoente de G (= menor inteiro m > 1 tal que
ma = 0 para todo = € G ). Nesse sentido sua prova parte de cima para
bairo. Nossa prova é bem mais simples ¢, como veremos, parte de bairo
PATG CIMLG.

Teorema {1micidade dos coeficientes de torgao) A seqicncia dy,. ... d,
e (%) & v dinvoriente de G (isto €, enguanto viries decomposicoes (¥)
podem. ocorrer, os inteiros dy dependem somente de G ).

Demonstracio: Utilizaremos inducao finita sobre a ordem de G Quan-
do |G| = 1 nosso resultado é verdadeiro por por vacuidade. Para &

nao trivial aplicaremos a hipdtese de inducio para grupos com ordem
- Com efeito, suposhamos /1@ .. P H, = G = H| P ... H, duas
Hil =d, > 1e[H]=d >1. Para

< |G
decomposicies como e (). onde
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cada infeiro d > 1 e cada subgrupo H de G | denotaremos dH = {da: :
z € H} o qual, como se sabe, ¢ um subgrupo de G. Lembramos que todo
grupo ciclico finito de ordem = 4, a menos de isornorfismo, o grupo Z,,
das classes residuais de inteiros médulo n > 1, e para cada inteiro d > 1
tem-se: dZ, = 7, ., onde d' = mde(n, d) . :

Afirmagao: Os inteiros dy e d} ndo podem ser relativamente primos;

mals precisamente, di e d} possuem os mesmos divisores primos,
Suponde o contrério, existiria um primo p tal que pldy e ptdj

por exemplo. Como pj|G| existe 1 < p < s tal que pld; se e somente

. . . I .
se j > p. Assim, [pHi| = dj para j < pe IpH}| = (7,'- para j > u
&
Temos ! |d“+1 e como mde(d),, p) = 1 segue que | = além

. d, S . .
disso temos —’f—ij”T*’\iT (¢ claro que esta notacio sé faz sentido se

~ o, i
§ > o+ 1 se ndo paramos em £ = Sy o ff,‘,;,l Jf}f_J Como

pHY # {0} tem-se pG = pH EB @pH’ # {)} Asgim, existe
I1<A<r talque p=d; para l < i < ), ep < d; para A+ 1 <
it < 7, donde pHy P ... PpH, = pG = pH’ @ . B pH. Notemos

Iny1, 4 \ ~ "
que 1< (‘\“ f( A2 557 el < di|d]. . .|d | ’,+‘| | sio os coeficientes
de torcao do pC e temos 1 < | p(d] < iG Seouo -se pela hipétese

i el ] " il et ,
de inducBo que ¥ — A = s, e (“‘j\ o L . Dai, segue-
se |G 2 dygr - de = dl - dl ph = |G| p*, e como s 2 1 temos um

absurdo.
Dividimos agora nossa prova em doiy casos.
Caso 1: ) ¢ d} nio sio primos. Pela afirmacao existe umn 1)1"11110 ]
dividindo {(propriamente) o, o Al Neste easo temos plf . =
1 ! Pt 1
PG = pH B ... PpH el < “)G! < [G] . Seene-se por 111(111(5(-10 e

o .
=5 and & ,; =risto é di =l (P =1, ).
‘e ? H 3

Caso 2: d-l ou df ¢ primo. Entio. pela afirmacio. devemos ter oy =
dy = d{ primo), ¢ assim existenm 1 < A €, 0 1 < i s, tals que
(d, = d.;- =dl e (i <A o< Acoudicio A = (analogamente
o ’ —_— Y _ S ryt rrlo . ‘o
quando g = s) implica {[)} = dl = dH @ .. P isto 6, ('I__j =l
para todo . Portanto, d" = || = 4%, isto ¢ 7 = 5. Resta examinar a
possivilidade A < r and y < 5. Ora, neste caso dH,., & ...HdH, =
AG = dH B . B dJH], . com T < [dG] < |G Aimda por inducio

! (s . .
obtemos v — A = s — =1 ¢ "\j" = r—’ﬂ,—* isto &y = dygp (b=
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1,..,1). Segue-se finalmente (gt e gy = df r]“+1 ffm—n , 0
que 1111phm A=, isto é, 1 =35 ed; = d para cada i = 1,.
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