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1 Introducao

Hd uma classe de aproximantes que tém notdveis propriedades analiticas
e numéricas, e, apesar disso, sfc pouco conhecidos. Em 1892, o mate-
mético francés Henri Padé (pronuncia-se padé) publicou uma tese na
revista parisiense Ann. Sci. FEcole Normale Supérieure [1], onde dis-
cute representagdes aproximadas de uma fungfo por fungdes racionais.
Hoje, esse trabalho se reveste da maior importancia em vérias dreas
de pesquisa, tedrica e aplicada. Citamos, como exemplo, o desenvolvi-
mento de métodos computacionals para representar fungdes por meio de
algoritmos que convirjam rapidamente. As representacoes de Padé sdo .
hoje conhecidas como aprozimantes de Padé, e essa matéria constitui o
objeto central deste trabalho.

Como mais uma motivagéo ao estudo que vamos desenvolver, citamos
0 interesse que a modelagem de problemas sempre despertou em quase
todas as dreas da Ciéncia. Essas modelagens, via de regra, conduzem a
equagoes matemadticas que ndo sdo ficeis de se manipular. Conseqiien-
temente, determinar uma solugio para tais equacdes torna-se uma tare-
fa drdua, muitas vezes impossivel de ser realizada. Procura-se, entio,
utilizar oufras ferramentas matemadticas para tratar o problema e que
produzam uma boa aproximagio para a solucio procurada.

Uma dessas ferramentas — por exemplo, teoria de pertubacdes —
nos leva a uma série de poténcias. Através de truncamentos sucessivos




50

dessa série, obtemos uma familia de fungdes polinomiais que sao faceis
de serem manipuladas uma vez que as operagdes envolvidas se resumem
a produtos e somas. A essas funges polinomiais chamaremos de apro-
zimantes de Taylor, embora nem sempre — como no exemplo citado —
tenham origem no truncamento de uma série de Taylor.

Por outro lado, o estudo de uma série de Taylor pode apresentar
algumas dificuldades inerentes a tais séries. Muitas vezes a convergéncia
da série é extremamente lenta, ou entfio, o seu raio de convergéncia
nio engloba regides de interesse particular do problema que estd sendo
estudado. Nao é raro, na Fisica, encontrar expansoes de Taylor que
convergem apenas em regides sem interesse ou mesmo sem sentido fisico.
Nesses casos, a série de Taylor nfio tem serventia alguma.

Entre outras vantagens, o método de Padé permite-nos partir de uma
série de poténcias (por exemplo, aquela obtida de uma modelagem de
um problema) e obter muito mais informagoes do que a propria série
pode nos fornecer diretamente. Podemos afirmar que o método de Padé
(seus aproximantes) ¢, em muitos sentidos, superior 40 método cléssico
baseado nos desenvolv1mentos de Taylor. Sendo uma func¢ao racional, os
aproximantes de Padé sdo mais ricos analiticamente do que as fungdes
polinomiais resultantes de truncamentos sucessivos das séries de Taylor.
Além de tudo isso, como veremos, os aproximantes de Taylor sao casos
particulares dos aproximantes de Padeé.

Para finalizar nossa pequena apologia, a pratica vem demonstrando
que os aproximantes de Padé no somente convergem mais rapidamente
do que a série de Taylor como, também, se estendem a regioes muito
além da definida pelo raio de convergéncia da série de Taylor. O mais
fantdstico, porém, é que os aproximantes de Padé tém como base apenas
os coeficientes da série de Taylor da fungdo que gueremos representar.
Em outras palavras, esses aproximantes sio capazes de obter muito mais
informagdes dos coeficientes de Taylor do que a prépria série! Uma das
razdes para esse notdvel desempenho dos aproximantes de Padé, como
veremos, é que eles consideram formas multilineares dos coeficientes de
Taylor.
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1.1 Um exemplo didatico

Consideremos a expansio [2]

f(x)—l—-%:n+g2 ?—213 %x‘l—--- {1.1)
Seu raio de convergéncia é 1/2 (V. abaixo). No entanto, hd uma familia
infinita de aproximantes de Padé associados a (1.1) que convergem em
toda a reta real positiva. Mais ainda, uma classe de membros dessa
familia de aproximantes produz uma sucessio de fungoes que convergem
para 1/1/2 quando z — oo.
Podemos encontrar o raio de convergéncia da série (1.1) por inspecio,
pois, ela é a série de Maclaurin da fungéo

Fla) = o) 2 (1.2)

Vl+2m

Vemos que a fungio (1.2) estd certamente definida para todo z > Qe
tem o valor /1/2 no infinito. Esse limite, impossivel de ser obtido a
partir da série (1.1}, é “adivinhado” pelos aproximantes de Padé, numa
demonstracio bastante clara de que esses aproximantes sdao capazes de
extrair mais informacdes dos coeficientes da série do que a prépria série.
Voltaremos a considerar a série (1.1) e a fungdo (1.2) na préxima secéo.

Isto posto & guisa de aperitivo, passemos ao propésito principal deste
trabalho que é discutir as idéias bésicas envolvidas na teoria dos apro-
ximantes de Padé. Na Secfo 2, definimos e mostramos como construir
aproximantes de Padé. Estes podem ser colocados numa tabela como -
mostrado na Se¢do 3. O problema da existéncia e unicidade é abordado
na Se¢go 4. Uma aplicaclo é dada na Secéo 5.

2 Definicao dos aproximantes de Padé

Consideremos uma expansio do tipo

N
n=0

onde N ndo é necessariamente finito. Tais expansées surgem quando
desenvolvemos uma fun¢do em série de Taylor, por exemplo. Outra
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situacio em que surgem expansoes como (2.1) é encontrada em cdlculos
perturbativos, comuns, por exemplo, no tratamento de equagdes difer-
enciais. Nesse tipo de célculo, os coeficientes fr, sdo encontrados indi-
vidualmente através de processos, geralmente bastante elaborados. Em
geral, os coeficientes fn s80 chamados pegas de informagdo. 4 o malor
interesse em se extrair desses coeficientes informacbes que descrevam
f(z) com confianga.

Os aproximantes de Padé associados com a expansio (2.1) séo fun-
¢bes racionais, ou seja, quocientes de dois polindmios, que representam
a expansdo. Esses aproximantes sao caracterizados por dois inteiros po-
sitivos L e M, graus do numerador e denominador, respectivamente, da
funcdo racional, e sdo representados pela notagdo [L/M]y(). Frequen-
temente, em beneficio da notagdo, o indice f (z) é omitido quando o
contexto é bem definido, eliminando qualquer possibilidade de confusao.
Explicitamente, o aproximante de Padé [L/M ] é definido por

_ Pl=)
com
Pr(z)=po +p1z +pezt 4o+ pra” {(2.3)
e

Qu(z) = @o + iz + qa® + - + gz
Sem perda de generalidade, podemos tomar go = 1, de modo que o
polinémio @ar(x) se expressa como

Qulz) =1 +q1$+q2332+-~+qM:cM (2.4)

Os coeficientes p; e g;, das expressoes (2.3) e {2.4), respectivamente,
s30 determinados a partir das pegas de informacdes f, contidas na ex-
panséo {2.1) através da condicao

Pr(z) LM+
flz) - = O(z" ") (2.5)
Qum(x)
Esta condicio nos garante que f(z) e o aproximante de Padé Pr(z)/Qum(z)
diferem apenas por termos da ordem de glM+L
A condicdo (2.5) nos proporciona um sistema de equacbes lineares
algébricas para os coeficientes p; e ¢; em termos dos coeficientes f, como

g
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veremos mais adiante. Se o sistema assim obtido admitir selugio tinica,
o aproximante de Padé existe e é 1inico, como serd provado na Segio
4. Por enquanto, porém, vamos mostrar como se constréi o sistema
de equagOes para os coeficientes p; e g;je apresentar alguns exemplos
ilustrativos.

A partir da condi¢@o (2.5), podemos escrever

Pr(z) = f(2) Qu(z) + O(xXHM+1) (2.6)
ou, de forma mais explicita,

P0+p1$+p2rﬂ2+---+pL_rL =
(fD + flI +f2$2 + )(1 +qr +q232 + ... +Q'M$M) +O(3;L+M+1)

Desenvolvendo o membro direito desta expressfio, até termos da or-
dem de zL*M inclusive, e comparando termos de mesma poténcia de z
encontramos o seguinte sistema de L + M + 1 equagdes algébricas

po = Jfo
P1 J1+ fom
P2 = fo+ fin + foge

pr = fio+froiqg 4+ foqr (2.7)
= fra1+ fra+ -+ fromagm
= frye+ foaiq -+ fooariogm

0 = fram~+ fremaaa+ -+ fram

com
fn=0 se n<0, e ¢=0 se j>M

O sistema (2.7) de L + M + 1 equagdes, em principio, determina os
coeficientes dos polindmios Pr(z) e Qn(x) em termos dos coeficientes
fn da expansio original (2.1). Evidentemente, deve haver pelo menos
L+ M + 1 pegas de informagdes disponiveis, isto é, na expansdo bésica
(2.1), devemos ter

L+M+1<N (2.8)
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Esta condicio limita as possibilidades para os graus dos_polindmios
Pr(z) e @u{z), e, conseqiientemente, o nimero de membros da familia
de aproximantes de Padé. Porém, essa limitagdo & apenas de ordem
pratica, pois, N nao é necessariamente limitado e, conseqiientemente, a
familia de aproximantes de Padé pode ter infinitos membros.

5 oportuna a seguinte observagio. Examinando a estrutura do sis-
tema (2.7), constatamos que para resolvé-lo podemos considerar pri-
meiramente as tltimas M equacgdes, aquelas que envolvem apenas oS
coeficientes g;. Uma vez determinados, esses coeficientes podem ser sim-
plesmente inseridos nas primeiras L+1 equagdes que nos darfo imediata-
mente os coeficientes p;. Nio temos, portanto, necessidade de resolver o
sisterna completo de equagdes (2.7), bastando resolver o subsistema que
envolve apenas os coeficientes g;.

Além da condigio (2.8), nfio hd nenhuma outra restrigio sobre os val-
ores de L e M (mas sdo inteiros nao negativos, por sua propria natureza).
Se I = M, o aproximante de Padé correspondente se diz diagonal.

T f4cil constatar, a partir de (2.4) e (2.6), que os aproximantes [L/M]
com M = 0 coincidem com a expansio original (2.1) até o texrmo f .zt
As somas parciais da série original (Taylor, por exemplo) séo, assim,
casos particulares de aproximantes de Padé.

Doravante, vamos simplificar nossa linguagem designando um aprox-
imante de Padé simplesmente por padé,

2.1 Exemplo

Consideremos a expansio (1.1) e examinemos alguns padés. Por deii-
nicdo, o padé [0/1] tem a forma

Wﬂ%=ff%; (2.9)

O sistema de equagbes (2.7) associado com (2.9)nosdd pp =1 e q1 =
1/2. Portanto, ' '

1 2
0/1] = = 2.1
[0/1] 1+iz 24z (2.10)
Os padés [1/2] e [2/2] sdo dados por
14+ 8 40 + 52z
/2] = A s (2.11)

1+ 2z + g52° T 40+ 72z + 2

)

=y
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o /o1 - 16+ 44z + 202
2/2] = 16 + 52z + 4122
Deixamos a cargo do leitor os célculos pertinentes. Reconhecendo que
a série (1.1) é a expansao de Taylor da funcdo (1.2}, percebemos que
os padés malis interessantes sdo os diagonais, pois estes tém o mesmo
comportamento assintdtico da funciio (1.2). A Tabela 1 nos d4 uma
idéia quantitativa do desempenho dos padés neste caso.

(2.12)

z Taylor fl=) [2/2]
0,1 | 0,957471 | 0,957427 | 0,957427
0,2 | 0,927037 | 0,925820 | 0,925820
0,5 | 0,950684 | 0,866025 | 0,866029
1,0. | 2,64844 | 0,816497 | 0,816514
2,0 | 36,3750 | 0,774597 | 0,774648

100,0 | 2,82x10° | 0,708864 | 0,709067

Tabela 1. Expansio de Taylor (1.1) e aproximante de Padé [2/2] {2.12) para a
funcao ffz) definida em (1.2). Foram utilizados apenas os cinco primeiros termos da
série (1.1).

Na coluna Taylor da Tabela 1, temos os valores da expansio (1.1),
que comega claramente a divergir a partir de z = 0, 5, como esperado (o
raio de convergéncia é 0,5). Na coluna ffz), temos os valores exatos da
fungio (1.2) que converge ac valor /0.5 ~ 0, 707107, quando z — oo.
Na coluna [2/2], temos os valores fornecidos pelo padé [2/2] dado em
(2.12). Vemos, nessa coluna, que este padé fol capaz de ir muito mais
longe, sem explodir, do que a série de Taylor (1.1) que lhe serviu de base.
Ainda mais, no limite z — oo, [2/2] — 29/41 = 0,707317 que é uma
aproximagio bastante razodvel do valor exato /0,5 =~ 0,707107. Note-
mos, finalmente, que para fornecer esse valor no infinito, o padé [2/2]
utilizou apenas os primeiros cinco termos da expansio {(1.1) da fungéo
(1.2) em série de Taylor. Esses coeficientes contém, portanto, muito
mais informacdes do que a expansio bésica consegue extrair. Enquanto
esta toma os coeficientes linearmente, os padés consideram combinacdes
mais ricas (multilineares), como serd ilustrado no exemplo da Secéo 5.

As figuras 1 e 2 mostram o comportamento da série (1.1), do padé
(2.12) e da fun¢io exata (1.2). A série diverge para z > 0,5 e nio é
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mostrada na figura 2. Em ambas as figuras, vemos que .o grafico do
padé praticamente coincide com o grafico da funcéo exata, mesmo para

valores grandes de z.

1,10
1,05
1,00
0.95
0.90
0,85

02 04 06 08 « 1.0

Figura 1. Cinco primeiros termos da expansdo de Taylor (1.1)
curva que diverge, padé (2.12), fung#o exata (1.2). Os graficos
destas nltimas funcdes coincidem, na escala da figura.

1,00
0,95
0,90
0,35
0.80
0,75

20 40 60 80 100
X

Figura 2. A fung#io (1.2) ¢ o padé (2.12). Mesmo para valores
bastante grandes de x, os graficos dessas fungGes coincidem,
na escala da figura

3 Tabela de Padé

Os aproximantes de Padé podem ser organizados na forma de uma ma-
triz, chamada tabela de Padé, com a seguinte estrutura

]
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0/0] [0/1] 10/2) [0/3] -
(/0] [1/1] [1/2] [1/3] - -
20 /1) /2 /3] - '

Conforme j4 foi observado antes, a primeira coluna dessa tabela represen-
ta as somas parciais da série basica. Na busca de convergéncia, podemos
percorrer varios caminhos através dessa tabela. FEsses caminhos séo
sugeridos por propriedades analiticas conhecidas ou esperadas da funcao
representada. Por exemplo, o comportamento assintético da expansio
(1.1) nos levou a considerar os padés situados na diagonal da tabela.
Nao vamos nos estender nessa discussdo. Mencionamos, apenas, que
muitas propriedades interessantes dos padés podem ser extraidas de tais
tabelas. O leitor interessado pode consultar a referéncia [2].

4 Existéncia e unicidade

Vamos considerar, agora, alguns aspectos mais formats da teoria dos
aproximantes de Padé, Comecemos com a questio da existéncia e uni-
cidade. Precisaremos, apenas, de conceitos bdsicos de Algebra Linear.
O problema da convergéncia, um pouco mais complicado, exige conhe-
cimentos sobre as séries de Stieltjes e ndo serd abordado neste pequeno
trabalho. O leitor interessado pode recorrer as referéncias [2,3].

4.1 FExisténcia

A existéncia do aproximante de Padé [L/M] para uma série de poténcias

flzy=3" faz" {4.1)
n=0

depende da existéncia de solugao do sistema (2.7), mais especificamente
das M tltimas equagdes, que escreveremos na forma

frar+ -+ foopiram = —fra

Joqiq + o fo—mrpeanm = —frye (4.2)

fram—1a1+ -+ frap = —fram
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ou, em forma matricial,
AX =8B {4.3)
onde A é a matriz dos coeficientes, X é a matriz coluna das incégnitas
¢, € B é a matriz coluna dos termos independentes.

O sistema (4.2) terd solugfo tnica se as M equagCes forem linear-
mente independentes. Neste caso, o aproximante de Padé [L/M | serd
anico.

O sistema tera infinitas solugdes quando o posto r, da matriz dos
coeficientes e da matriz ampliada do sistema definido em (4.3), for menor
do que M. Neste caso, podemos escother M —r incégnitas e as outras
incognitas g;, assim como 0s coeficientes p;, i = 0, 1,2, ..., L, serao dados
em funcio daquelas. Este fato pode levar-nos a pensar que teremos
infinitos padés uma vez que podemos atribuir quaisquer valores as M —
r varidveis livres. Examinemos, porém, o seguinte exemplo, que nos
abre caminho para interessantes conjecturas, convite certo para posterior
pesquisa (como indicaremos logo abaixo).

Consideremos a série geométrica

f(:r:)=1+$+:r:2+:c3-i—:n4+--- , x|l <1 (4.4)
e procuremos determinar o padé
{2/2] =

associado. Da definigdo (2.6) segue a relagao

Do+ DT + poz?
1+ quz + gox?

(4.5)

po+pztprt=(L+z+a?+a®+at+. )1+ az+qr’) + 0"
de onde obtemos
po+plm+p2x2::1+(L+qgm+{1+qy+qﬁa?+{1+qy+qﬂzﬁ+{1+q1+qu4

Seguindo o procedimento discutido neste trabalho, isto é, comparan-
do termos de mesma poténcia de z nos dois membros desta iguaidade,
obtemos as seguintes equagoes:

2 pp=1

xt n=1l+mn

z2 pa=14+q1 + g2 (4.6)
z? O0=14+g + g

! 0=14q +¢
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Das duas ltimas equagbes resulta que
nn=-1-¢q

Desta forma, g1, assim como p1 € pe2, dependem da guantidade ¢o, isto
é,

mn = —q2
pa = 0

Substituindo estes valores em (4.5) obtemos

1 —gax
(=1 —go)x + goz?

2/2] =17 (4.7)

Entretanto, o denominador da fragio acima pode ser reescrito como
14 (-1 - @)z +qz? = (1 — z)(1 — gpz)

de maneira que (4.7) toma a forma final

[2/2) = '1“11“; (4.8)

Neste exemplo, verificamos que quando o sistema (2.7) possui infini-
tas solugdes, os polindmios do numerador e denominador do padé nio
sdo primos entre si, as varidveis livres sio canceladas e o padé se tor-
na unico. Notemos que o padé (4.8) é justamente a soma dos infinitos
termos da série geométrica (4.4). Qualquer outro padé reproduzird esse
mesmo resultado.

A conclusdo a que se chegou da discussio do pardgrafo precedente
nos leva a seguinte questdo. Uma vez que a série original converge a
uma expressao bem definida — no caso da série {4.4), 1/{1 — z) quando
z < 1-— e os padés “descobriram” isso — isto é, ndo adianta procurar
padés “superiores” ao padé [0/1] — ndo seria o caso de se usar os padés
para “somar séries”? Deixamos a cargo do leitor meditar sobre este
tema.
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4.2 Unicidade

Enunciemos, agora, o seguinte

Teorema (unicidade) Se existir, o aprozimante de Padé [L/M] o uma
série formal € wnico.

Prova; Suponhamos que existam dois aproximantes de Padé X r(z)/
Yu(z) e Ur(z)/Va(z), associados a uma mesma série de poténcias
flz) = Lo fax"

Temos, entdo, que
Xp(2)/ Yur(z) — Up(z)/Viu(z) = Oz (4.9)

pois ambos aproximam a mesma série [ver (2.5)]. Multiplicando a equa-
cio (4.9) por Yar(z)Va(z) obtemos

X (x)Vir(z) — Ur(2)Yulz) = O=""H) (4.10)

O membro esquerdo de (4.10) é um polindmio de grau L+ M, e, por-
tanto, identicamente nulo. Como Yar(z) e Vas(x} ndo podem ser nulos,
devemos ter

XY =UL/VM (4.11)

ou seja, os dois supostamente diferentes aproximantes de Padé coinci-
dem.O

5 Aplicagao

Como uma aplicagio interessante dos aproximantes de Padé, vamos
apresentar um método para determinar os zeros de uma série infinita
[4].

Usualmente, para a determinagao dos zeros de uma série infinita,
trunca-se sucessivamente a série obtendo-se uma familia de polindmios.
Espera-se que as raizes de tais polinémios formem uma sucessao conver-
gente. Se a convergéncia nao for conseguida, toma-se um polinémio de
grau maior acrescentando mais um termo da série.

Seja.

f(z)=1+a1z+a2z2+... (5.1)

a série em cujos zeros estamos interessados.

|
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O aproximante de Padé {L/M] associado é

_ poM tp1mzA+ - + praz” _ LM+l
(/) = PR PUL S PIE — 1) 4 01 (5.2)

Nesta segdo, a nova notagéo para 0s coeficientes p's e ¢'s é devida ac
fato de que vamos fixar L e variar M. Na verdade, o leitor atento j4 deve
ter percebido que os coeficientes p's e ¢'s dependem de L e de M. Essa
dependéncia néo é, geralmente, explicitada para economia de notagio.

Examinando (5.2}, vemos que podemos obter aproximacdes para os
zeros de f(z) por meio das rafzes do polindmio do numerador. Esper-
amos que 3 medida que aumentamos os graus dos polindmios do nu-
merador e do denominador, ou seja, da soma L + M, vamos melhorar a
nossa aproximagao. Para definir uma sistemética de trabalho, fixamos o
grau L do polinémio do numerador — o que equivale a fixar o nimero de
raizes de f(z) — e variamos o valor de M. Desta forma, 4 medida que M
cresce, mais e mais coeficientes da série (5.1) irdo contribuir para a de-
terminacao dos coeficientes ¢'s. Estes, por sua vez, transferirdo cada vez
mais informacdes da série para os coeficientes p’s e, conseqiientemente,
para as raizes procuradas.

Obviamente, ndo podemos, com este método, encontrar todos os
zeros da série original, pois, isso implicaria num tratamento exato do pro-
blema. Entretanto, podemos encontrar aproximacoes cada vez melhores
para um numero finito de zeros.

Fixando L = {, podemos construir um algoritmo recursivo para obter
um zero de f{z) com a precisio desejada. De {5.2), temos que

(1/M]=(1+pimz)/ (1 +qimz+ qopzt o+ qMMzM) (5.3)

donde vemos, imediatamente, que o zero do numerador é dado por
1
M= (5.4)
Pinm

bastando, portanto, determinar pyps. Chamaremos este resultado de
aprozimacdo de ordem M.
Da expressio (5.2), obtemos a relagio

L+ piyz=
(l+a1z+a222 +) (1 +QIMZ+"'+QMMZM) +0 (zM+2)

T
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que nos permite determinar pias, @ saber,
PiM =01+ ¢iM _ {5.5)

Assim, para determinar pijs precisamos conhecer apenas giaf, OU Seja,
150 necessitamos achar todos os coeficientes ¢'s, embora, de acordo com
o sistema (2.7), todos eles estejam influindo implicitamente no valor de
gqim © portanto, de pip.

Vamos obter as trés primeiras aproximagoes z[()l), z((f) e zés) para
um zero da série (5.1). A estrutura dessas aproximagles nos mostrard
o caminho para encontrar o algoritmo que nos permitira obter um zero
com precisdo arbitraria.

Na aproximagdo de ordem I, isto é, M=1, e de (5.5) temos

1 =
a+q = Pl (5.6)
az +aiq1 = 0

onde eliminamos o segundo indice dos coeficientes p's e ¢'s para simpli-
ficar a notagso. ' :

Resolvendo o sistema (5.6) obtemosg; = —ay/a1 e, usando (5.4)
1 1 1 1 5]
2N == = —— (5.7)
a3 a; +q ay — — G264
ay

Para M = 2 temos a aproximagio de ordem 2 e as equagoes corres-
pondentes

a)+aq1 = DN
ag +a1q1 + @ 0 (5.8)
asz +axq1 +01g2 = 0

Resolvendo o sistema (5.8) temos

_ a3 —a1a2
gy = alg . (59)
Usando (5.4) e (5.5), obtemos
2
(2) 1 ag — 04
= - = 5.
ZO a3 — aja9 a]"i’, —‘2(11 as +a3 ( 10)

Cl'-] "JF P]
a® — ag

bssnes
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Analogamente, nia aproximagdo de terceira ordem obtemos
. 3 ™
ai; — 20102+ a
) = R (5.11)

as — 2a3 a1 — af + 3afaz — af

Observando as expressoes para z(()l), 282) e z[()3) dadas em (5.7), (5.10)

e (5.11), respectivamente, notamos que o denominador de zg) coincide
com o numerador de zg+1), i = 0,1,2. Em outras palavras, o denom-
inador da aproximagio de dada ordem coincide com o numerador da
aproximacdo de ordem imediatamente superior. A partir desta consta-
tacgdo, vamos inferir uma expressao para z((,n) que nos d4 a aproximacao
de ordem 7. Antes, porém, abramos parénteses para chamar a atencao
do leitor para as equagdes (5.7), (5.10) e (5.11). Elas ilustram o fato
mencionado em se¢des anteriores de que os padés envolvem combinacdes
multilineares dos coeficientes da expansao bdsica. Fechemos parénteses.

Definamos as quantidades

n
Ap== tmAnm,n=123,..., (5.12)
m=1
onde Ag = —1 e a, sio os coeficientes da série (5.1).

Em termos dessas quantidades temos

2 = An o1, (5.13)
Aps1
Os resultados (5.7), (5.10) e (5.11) seguem de (5.13) e (5.12).

Assim, para obter a aproximagao de ordem n, necessitamos de (n+1)
coeficientes da série original e a relagio de recorréncia (5.12). As equa-
coes (5.12) e (5.13) definem o algoritmo que estévamos procurando.

Examinando a seqiéncia {zél}, z[()g), zéa),...,zén)} teremos infor-
magdes sobre a convergéncia do método, se é répida ou lenta. Se a
precisio desejada nfo for alcangada, basta calcular A,y ~— uma vez
que Ay, ja serd conhecida — e efetuar o clculo Apq JAnia.

Um procedimento recursivo alternativo pode ser usado. Da relagao
(5.13) temos

An#l An—l

z[()n_l) =" donde A,

An e
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Substituindo (5.14) em (5.13) temos

(n) _ Apy 1 An—g 1

2= = 5.15
0 A1 20D A 00D (5.15)
Continuando com esta sistemadtica, chegamos ao resultado
my A 1 a 1
= o = — (5.16)
Aﬂ+1 H zém) An+1 H z((}m)
m=1 m=1

onde A; = a1 e Ap .1 sio dadas pela relagio (5.12).

Notemos que o algoritmo definido por (5.16) nos fornece o zero em
termos do produto dos zeros obtidos nas aproximagoes anteriores.

Em qualquer dos dois procedimentos apresentados, se a precisdo pré-
estabelecida ndo tiver sido alcangada, calculamos A,4o, que depende
apenas dos coeficientes da série, e usamos (5.13) ou (5.15). Notemos a
grande vantagem de ndo ser necessédrio encontrar as raizes do polindmio
de grau maior. O método tampouco requer “chutar” um valor inicial
para zp.

5.1 Exemplos

Aplicando o método para alguns casos especificos e pedindo uma precisao
de sete algarismos significativos, obtém-se os resultados mostrados na
Tabela 2, onde jy e j1 sao as fungdes esféricas de Bessel, M a funcéo
hipergeométrica confluente e Ai a funcio de Airy {3].

i(z) Y | n
cos(z) 1.570796 | 6
Jo(z) 3.141593 | 12
71(z) 4.493409 | 14

M{-0.1;1,2) | 3.387796 | 16
Ai(z) —2.338107 | 25

Tabela 2. Raizes de f{z) usando o algoritmo descrite nesta se¢io. A 1ltima coluna
indica a ordem da raiz, isto é, o nimero de recorréncias necessirias para se obter a

precisao indicada, que é de sete algarismos.
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Qutra aplicagdo notdvel dos padés consiste no célculo aproximado
(com o grau de preciséo desejada) de ndmeros irracionais ou transcen-
dentais [6].

6 Conclusao

Com este modesto trabalho, esperamos ter pelo menos excitado a cu-
riosidade do leitor. Apenas tocamos na superficie de um tema que é
bastante vasto e rico. Os padés associados com expansdes em torno
de um ponto — que sdo 0s que discutimos — sfo chamados, também,
padés de um ponto. Podemos construir padés associados a expansoes
em torno de dois (ou mais) pontos. S&o os padés de dois pontos, que nos
permitem estudar, por exemplo, continuactes analiticas. Muitas vezes
(especialmente em Fisica) conhecemos uma funcfio apenas pela sua re-
presentagao em torno da origem e da sua expansdo assintética. Os padés
de dois pontos sdo étimas ferramentas para “ligar” essas expansoes.

O dificil problema da convergéncia dos padés se constitui num incen-
tivo excelente para o estudo das séries de Stieltjes. Para os interessados,
citamos as referéncias [2, 3].
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