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No que se segue, A denotard um anel comutativo com elemento unidade
1 # 0. Lembremos {8] que umna aplicacio

|-1:A—- R,

¢ umn velor absoluto em A se as seguintes condigdes sao satisfeitas para quaisquer
a,be A

(VAL) |a] =0 equivale a a = 0; -
(VAZ) |ab] = |al|t];
{VA3) |a + b < |a| + |-

Um anel velorizade é um anel munido de um valor absoluto. Note que se uma
aplicagéo |- i : A — R satisfaz (VA1) e (VA2), entdo

|=1}=1l=1 e |—a|=|a| paratodoac A.

O estudo dos anéis valorizados e, em particular, o estudo dos corpos valori-
zados (Teoria das Valorizagbes), desempenha um papel importante em diversas
ireas da matemitica, tais como Algebra Comutativa, Geometria Algébrica e
Teoria dos Nimeros. Aos leitores interessados na Teoria das Valorizacdes,
sugerimos (1], [2], [3], [4], [7] ¢ 8]

O objetivo da presente nota é provar que alguns resultados bdsicos da Teo-
ria das Valorizacdes podem ser estendidos ao contexto dos anéis valorizados.
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Os argumentos aqui utilizados, de cardter elementar, sio baseados em idéias
cléssicas devidas a E. Artin (consultar [1} e [5]}.

Vejamos alguns exemplos importantes de anéis valorizados que ndo séo cor-
pos.
(a) Seja Z[i] o anel dos inteiros de Gauss. A aplicagio

a+ib e Zi] - (a2 + 6% e Ry

é umn valor absoluto em Z[i], que induz no subanel Z de Z[z] o seu valor absoluto
usual.

(b) Fixemos um natural primo p. Se ¢ € Z, a # 0, existem um {dnico natural
n e um tnico inteiro d tais que d e p 8o primos entre si ¢ a = p™d. Definamos
lat, = p™™. e definamos [0i, = 0. A aplicacio

a€&d— iﬂ.lp € R+
¢ um valor absoluto em Z, satisfazendo
la -+ blp < max{|als, |blp}

para quaisquer a,b € Z.

(¢) Sejam K um corpo ¢ K[X] o anel dos polinémios na indeterminada X com
coeficientes em K. TFixemos p(X) € K{X] irredutivel sobre K. Se f(X) €
K[X], f{X) # 0, existem um tnico natural # e um dnico h(X) € K[X] tais
que A{X) e p(X) sio primos entre si e f(X) = (p(X))"h(X). Definamos
|F{X)]| = 27", e definamos |0] = 0. A aplicacio

fiX) e KX} f(X)| € Ry
é um valor absolute em K[X], satisfazendo

LX) + g(X)| < max{|f(X)},|g(X)i}
para quaisquer f(X),g(X) € K[X].

A partir deste instante, a menos que se diga explicitamente o contrario, | - |
designard uma aplicacdio de A4 em Ry satisfazendo (VA1) e (VAZ).

Para a, 8 € R, considercmos as condigdes (U, ) e (Va) abaixo, j4 estudadas
no caso dos corpos (ver [2], p. 403, [6], pp. 51-52 e (8], p. 141).

{Uy) |6+ b € amax{|al,|b|} para quaisquer a,b € A.
(V3) la+ b < B(la] + ib|) para quaisquer a,b € A.

Supondo (U/,) (respectivamente (Vg)) verdadeira e fazendo a = 1 ¢ b = 0,
vemos que « > 1 (respectivamente § > 1).

LRI e Tl L
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Proposigdo 1. (Uy) implica (Va) e (Vp) implica (Uzg). Em particular, para
que (Us) seja vdlida para algum a, é necessdrio e suficiente que (Vg) seja vdlida
para algum 3.

Demonstragao, Suponhamos (U,) véilida. Entéo
|+ b] < amax{|al, |6} < ala] + [b])

para quaisquer a,b € A, e (V) é valida.
Suponhamos (Vj3) vélida. Entdo

la +b] < B(|a] + |b]) < (28) max{lai, |b]}
para quaisquer a,b € A, e {Uz5) é vilida.

Nesta nota provaremos que os valores absolutos séo precisamente as apli-
cacdes | - | para as quais (U} é valida. Como conseqiiéncia, veremos que |- [* é
wm valor absoluto (para uma escolha conveniente de p) caso |- | satisfaga (Us)
para algum «. Além disso, daremos um exemplo mostrando que hé aplicagtes
- | satisfazendo alguma condi¢éio (U, ), sem entretanto serem valores absolutos.

Definigdo 2. Diz-se que |-| é nao-arguimediano quando (U,) é satisfeita. Neste
caso, | - | é um valor absoluto em A.

Proposicao 3. Suponhames |- | um valor absoluto emn A. Pare que |- | sejo
ndo-arquimediano, € necessdrio e suficiente que ¢ conjunto {|nl;n € Z} seja
limitado (Z considerado como um subconjunto de A da maneira usual).

Demonstracdo. Se |- | é ndo-arquimediano, segue por indugioe que jn| < 1
para todo n € N. Logo, {n| < 1 para todo n € Z.

Reciprocamente, admitamos que exista L > 0 tal que |n| < L para todo
n € Z. Sejam a,b € A en € N*. Entéo

o+ = e +0)7 =13 ( & a5 < S1( & Mllafeppim*
k=0 k=0

<L laf*B"™*) < L(n + 1)(max{lal, [b]})™.
k=0

Portanto,

la+b| < VL ¥n+ 1max{|al, |b]}.

Fazendo n tender para oo vem
o+ b| < max{lel, ]},

provando o desejado.
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Passemos agora ao resultado principal.

Teorema 4. Para que |-| seja um valor absoluto em A, € necessdrio e suficiente
que (Us) seja vdlida.

Demonstragao. Como a condiciio é evidentemente necessdria, provemos que
ela € suficiente.
Mostremos, por inducio, que se n € N* ¢ a1,...,09mn € A, entdo

lay + -+ aa| £ 2™ max{jai, ..., |agn|}.

Por hipétese, a desigualdade é vélida para n = 1. Suponhamos o resultado

verdadeiro para n € N*, e sefam a;, ..., a3n1 € A. Entdo
Ma b b g Fhamgl o ugets | <2 e ja) +- - +agni, |Gzn g1+ Fagni |}
S 2ﬂ+1 ma-x{lalf, feey F62n+1i}.
Sejam agora ay,...,am € A, e tomemos n € N* com m < 2™ < 2m. Entdo
la: + -+ am| = |ay +o Gy 0+ 40 < 2%max{lay|,...,lamn|}
2" —m vezes
< @m)max{jas], .., Jam|},
o que implica
|m| < 2m (fazendoay =...=a,, = 1)
. .
o1 + -+ am| < (2m)(laa] + - + |an|).
Finalmente, sejam a,b € A ¢ m € N*. Entao
o m b m
la+b™ = [(a+)™ = |3 (T Ja"m ) < 2(m1) (Z (% )Ilalklbim"“)
k=0 k=0
" m
<d(m+1) (Z (% )|a|’°|b|m-’°) = 4(m + 1)((a] + o)™,
k=20
Logo,

la+8 < V4 Ym 31 (|| + [B]).

Fazendo m tender para oo obtemos
la+ 6] < |a| + [8],

concluindo assim a demonstragio.
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Definigao 5. Suponhamos que | - | satisfaga (U,) para algum +y. Definamos
c= ¢ = inf{B;]-| satisfaz (V3)} e C=C)=inf{o;|-|satisfaz (U,)}.
Proposicao 6. Para |- | como na Definigdo 5, as condicdes (V) e (Ugz) sdo

satisfeitas. Além disso, 1 <c < C < 2¢.

Demonstragao. Claramente, (V;} e (Ug) sio satisfeitas. Dai decorre a se-
gunda afirmacdo em vista da Proposicao 1.

Tem-se a seguinte conseqiiéncia do Teorema 4, j& conhecida no caso dos
corpos ([6], p. 56).

Corolario 7. Para .| romn ma Nefinirdn 5~ — m:}j{{l
v FARARSA 2,

3

[2h1
PER

Demonstragao. Admitamos, primeiramente, 1 < C' < 2. Entao | - | satisfaz
(Uz). Pelo Teorema 4, ¢ =1 = max{1,$}.

Admitamos, agora, C > 2, e escrevamos C = 2% (h > 1). Para quaisquer
a,b € A, |a + b < 2"max{|a|,|b]}, e portanto la + b|* < 2max{la]k, {b|%}.
Logo, a aplicagio a € A — la|k € R, que obviamente satisfaz (VAl) e
(VA2), também satisfaz (Us). Pelo Teorema 4, |a + bj% < la]% + [bl%, ou seja,
la + b] < ([a]* + [b]%)%. Mas, como & facil verificar, '

(%) (z+y)* <21k +4h)  para quaisquer z,y € Ry,

o que fornece
(lal* + oiF)* < 25 ((alk) + (bF)7) = 22 jaf + Jo).

Portanto, |a + 8| < 28~Y(|a| + |} para quaisquer a,b € A, e assim ¢ < 2*—1,
Comoc > § = 2"~1 entdio c = 2*~1 = max{1, £1, concluindo a demonstracio.

Observagac 8, (a) O Coroliric 7 implica a parte relevante do Teorema 4.
Com efeito, suponhamos que |- | satisfaca (U2). Entdo C < 2, e do Corolério 7
obtém-se ¢ = 1, ou seja, | - | é um valor absoluto em A.

(b) Resulta da demonstragdo do Coroldrio 7 que se || satisfaz (U,) para algum
o, entdo existe g > 1 tal que |- [* é um valor absoluto em A.

" Vejamos agora o exemplo prometido apds a demonstragio da Proposicao 1.

Exemplo 9. Seja |- | o valor absoluto usual em Z e seja A > 1. Definamos
falx = |a]* para a € Z. Obviamente, | - |, satisfaz (VA1) e (VA2). Além disso,
por (%),

la+bix = la+5* < (lal + [0 < 227 (ol + [B*) = 22 (Jal + [b]x)
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para quaisquer a,b € Z; portanto, | - | satisfaz (V5a-1). Suponhamos que |- |,
satisfaga (V). Fazendo e = b= 1, vem 2* = |2}, < 28. Logo, ¢ = 2*~%. Como
22=1 > 1, |- |x néo é um valor absoluto em Z.
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