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Medidas maximizantes para o expoente
de Liapunov

A. O. Lopes

Vamos descrever a seguir um trabalho que fol desenvolvido em con-
junto com G. Contreras e P. Thieullen.

Nosso cbjetive aqui é dar ao leitor uma breve descricio dos principais
resultados do trabalho ”Lyapunov minimizing measures for expanding
maps of the circle” que serd publicado em breve no jornal " Ergodic Theo-
ry and Dynamical Systems”. O presente trabalho no "Matematica Uni-
versitaria”é dirigido a estudantes de graduagic em matemdtica. A apre-
sentacko serd portanto bastante informal e vamos tentar apenas dar a
idéia geral da questédo evitando entrar em maiores tecnicalidades. Quem
estiver interessado em mais detalhes e em definiges precisas poderd
obté-los no mencionado paper.

A questdo de maximizar ou minimizar no problema a ser considerado
é irrelevante (os resultados sdo os mesmos).

Este trabalho pode ser encarado como uwma versio para aplicacdes -

da teoria de Aubry-Mather (que aborda Lagrangianos e considera assim
tempo continuo).

Um outro trabalho que analisa difeomorfismos de Anosov e fluxos

geodésicos em superficies de curvatura negativa (e que estd intimamenie
relacionado com o presente artigo} serd publicado em breve.
. Como este numero do Matemadtica Universitdria é dedicado ao Prof.
Jacob Palis, em seu aniversdrio de 60 anos, gostaria de expressar a pro-
funda admiracdo que eu e todos os seus ex-alunos sentimos pelo nosso
orientador.

O Prof. Jacob é um exemplo para a comunidade cientifica brasileira.
Ao lado da sua grande competéncia como pesquisador, ele é também
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um grande incentivador do trabalho de seus colegas e, através do seu
inguebrantivel entusiasmo, uma fonte de inspiragio para ‘todos os ma-
temdticos brasileiros.

Seja T : M — M uma tranformagio agindo numa superficie M
compacta de dimensdo k. Na Teoria dos Sisternas Dindmicos estamos
interessados no entendimento das érbitas {x, T'(z), T%(z), ..., 7™(z), ...},
de pontos ¢ € M.

A andlise de uma série de fenfmenos da natureza envolvem entender
a evolugdo temporal T"(z), n € N, de tranformacoes T deste tipo.

Dizemos que x é um ponto periddico para T se existe n tal que
T"{z) = z. Neste caso, a érbita de x ¢ um conjunto finito. Em geral
existe um nimero infinito de tais ponios periddicos e eles podem muitas
vezes estarem espalhados de maneira densa em M.

Vamos considerar aqui a mais simples das superficies: o cfrculo S*
(logo k = 1). Com o intuito de simplificar a notagio, S* serd represen-
tado pelo intervalo (0,1], no qual identificamos o ponto 0 com o ponto
1.

Deste modo T'(z) = 2z (mod 1) agindo em M = [0,1) (ou seja
M=S5 1) define um dos exemplos que estaremos interessados em analisar
aqui. Tal T satisfaz T'(z) = 2z, se 0 < 2 < 1/2, ¢, T(z) = 2z — 1, se,
1/2 <z < 1.

Note que para cada z € M existem dois pontos z; e zo, tals que
T{z1} = = = T(z2). Dizemos que z; e z2 830 as pré-imagens de z e
que T tem grau 2. Mais geralmente, dizemos que T' tem grau &, se cada
z € M tem k pré-imagens.

Dizemos que T € expansiva se existe § > 1, tal que |T'{(z}| > 8, para
todo « € (0,1].

E facil ver que T(z) = 2z (mod 1) € expansiva.

Vamos estar interessados aqui em tranformacdes expansivas T defi-
nidas no circulo §' e de grau k.

Para o leitor poder apreciar a complexidade que pode ocorrer na
evolugio dinimica de um ponto z, observe que no exemplo acima se
tomarmos dois pontos z,y € (0, 1], tais que |z — y| = € (com ¢ bem
pequeno), entdo apds uma iteracio, T'(z) e T'(y) distam da ordem de
2¢€. Apds n iteragbes T"(z) e T™(y) distam da ordem de 2"¢.

Ou seja dois pontos préximos z € y tem uma tendéncia a rapidamente
se distanciarem nas primeiras iteragdes (mais tarde poderdo se aproximar
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de novo).
Sendo assim, dado z, ainda que salbamos algo sobre

z,T(z), T*z),...,T™(z),
nao teremos uma boa informacdo sobre

v, T(y), T2 (y), .., T ()

(o ponto T™(z) poderd se encontrar muito distante de 7™(y)) mesmo
que v esteja proximo de x.

Fixado x, para detectar a velocidade {em escala logaritmica) com que
um ponto proximo qualquer y se distancia de z ao longo do tempo (ou
seja, comparando as distdncias das iteractes 7" (y) e T"(z)), definimos

_ M nyr
Mz) = nan;o log(T™) ().

Neste caso, para z fixo, pela regra da cadela e pelo Teorema do valor
médio, obtemos que a distdncia entre T"{y) e T™(z) (ou seja [T"(z) —
T™(y)}) é da ordem de (e*FH)™,

Para aplicagbes expansivas este niimero A{z) é sempre positivo.

Quanto maior for o valor A(z) malor serd a velocidade (na escala
logaritmica) de afastamento de um y em torno de z com o crescimento
de n.

Diferentes pontos x possuem diferentes velocidades logaritmicas A

Dizemos que existe sensibilidade em relagfio a condigéo inicial para.
T em torno de x se A(z) > 0. Neste caso, uma pequena mudanga y na
condigiio inicial x pode acarretar numa mudanca dréstica de comporta-
mento a longo prazo. Alguns fendmenos na natureza, como por exemplo
a evolucao do clima nas diversas regides da terra, possuem a propriedade
da sensibilidade em relagdo a condi¢do inicial. Esta é uma das razdes
para o inferesse tedrico em analisar 0 expoente de Lyapunov de 7.

Uma medida p sobre (0, 1] é uma lei que associa numeros reais nao-
negativos a subconjuntos A C (0,1} {(existem restri¢des sobre a classe de
conjuntos a ser considerado - que deve ser uma sigma-algebra - mas nio
desejamos aqui-entrar em muitos detalhes técnicos). Referimos o leitor
a [1] P. Fernandes, para maiores detalhes sobre Teoria da Medida.
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Por exemplo, a medida de Lebesgue é caracterizada como aquela que
para intervalos A = (1,b) C (0,1], temos p(4) = p{{a, b)) =b — a.

Outra medida importante é a delta-Dirac em zg (fixado) que é defini-
da para todo subconjunto A, por

a) p(A) =1,se xy € A,

e,

b) p(A} = 0, caso contririo.

Denotamos tal medida gt por §z,, ou §{x — z¢), como é algumas vezes
usual. Esta medida é tal que toda a "massa”estda concentrada em zq.

Dizemos que uma medida j: é uma probabilidade se p(M) = 1.

O valor p{A) indica a probabilidade de ocorrer A. Sendo assim se
pt(A) > p(B), entdo ¢ porque é mais provivel ocorrer 4 do que B, isto é.
se escolhermos um ponto z em (0, 1] ao acaso (de acordo com p), entao
é mais provavel que ele esteja em A do que em B.

Em Probabilidade [2] ou em Teoria Ergédica [4] estamos interessados
em afirmagdes que sdo verdadeiras com probabilidade 1.

Por exemplo, se jogarmos uma moeda honesta 100 vezes, mais ou
menos em metade delas saird cara e em metade saird coroa. Esta é
uma afirmacao de natureza probabilistica. Mesmo que seja possivel sair
100 wvezes cara, quando jogamos a moeda um nimero extremamente
grande de vezes, com probabilidade 1 o niimero de caras e corcas obtidos
deve ser aproximadamente igual. Este resultado é confirmado pela nossa,
experiéncia pratica ao jogar uma moeda. Resultados desta natureza sio
rigorosamente tratados em Probabilidade e em Teoria Ergddica.

Outros exemplos de probabilidades sio dados através de integrais de
Stieljes: seja g(z), onde g : (0, 1] = R é uma fungao nio-negativa tal gue
[ g(z)dz = 1. Definimos para um intervalo A o valor u(A) = [4alz)dz.
Fica definida assim uma probabilidade u. Se g(x) tem sempre valores
majores em A do que em B, entio u(A) = [, g(z)de > [, g(z)dz =
u(B). Deste modo, neste caso, g contém a informagéo de qual regifio de
(0, 1] tem mais probabilidade de ocorrer.

Probabilidades aparecem em diferentes situactes na natureza: quan-
do jogamos uma moeda ou um dado, no nimero de pessoas numa. fila,
no numero de pessoas que consumem um produto, na altura de uma
pessoa de uma certa regido, etc...

Alguns fenémenos do mundo real tém natureza deterministica, en-
quanto outros tem natureza aleatdria. Neste ultimo caso aparecem de
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maneira natural as probabilidades.

No mundo real, muitas vezes, aparecem de maneira natural proba-
bilidades que descrevem o fenémeno aleatdério. Por exemplo no caso da
moeda aparece uma lei 4 no case do dado outra ue. Em cada caso,
dizemos que os eventos ocorrem ao acaso de acordo com a respectiva
probabilidade p.

Podemos analisar um sistema dindmico de um ponto de vista deter-
ministico ou aleatério.

Erm Teoria Ergédica estamos interessados no ponto de vista aleatério,
e portanto, em probabilidades invariantes para a tranformacio 7.
Definigao: Dizemos que p ¢ T-invariante, se p(T7 1 A)) = u(4), para
todo intervalo A.

E facil ver que a probabilidade de Lebesgue definida acima & invari-
ante para 1'(z) = 2o {mod 1) (faga um desenho do grafico de 7).

Se z ¢ um ponto periédico de periodo i para uma T qualquer, eatdo
é tambérm fAcil ver que

1

1 1 1
M= g 537 + E 6T(:L") + ;JTE(“'L) + ...+ EéT"’_l(ﬁ';)

define uma probabilidade invariante para T.

No caso acima dizemos que p tem suporte numa 6rbita periddica.

Estes dois exemplos acima sdc casos extremos: a primeira proba-
bilidade se "esparrama”ao longo de todo o intervalo (0,1] ¢ a segunda,
por outro lado, estd "bastante concentrada”em torno da drbita do ponto
periédico, ou seja ao longo do conjunto {z, T{xz}, T%(z), ..., T™(z)}.

O conceito de probabilidade T-invartante, denotada por 4, é bastante
natural em Teorta Frgddica. Se quisermos falar sobre a probabilidade de
algo ocorrer na evolucgdo temporal de T™{z), é necessdrio haver alguma
relagdo entre ¢ e T'. Isto é dado pela relagio, u{T71(A)) = u(A), para
todo intervalo A.

Dizemos que um conjunto B C X & denso em X, se todo ponto
z € X pode ser aproximado por pontos y € B. Mais precisamente, num
espaco métrico X com métrica d, o subconjunto B é denso em X, se
para qualquer z € X e € > 0, existe y € B tal que d(z,y) < € {ver [3]).

Podemos perguntar, por exemplo, qual a probabilidade {4} quando
A ¢ da forma

A= {z € (0,1]|T"{z},n € N,é um conjunto denso em (0,1]}.
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QO conjunto A em geral naoe é um intervalo e é necessario dar sentido
a medida de conjuntos A mais complexos do que intervalés. Em Teoria
da Medida ¢ analisada a formalizacio matemdtica de tais conceitos.

Para algumas probabilidades ¢ 0 A acima definido satisfaz pu(A) =1
(neste caso com probabilidade 1 para todo z ocorre que T"(z),n € N, é
denso em (0,1]). Para outras g podemos ter que p(A4) = 0; isto depende,
fundamentalmente, de p.

Por exemplo para uma medida da forma

1 1 1 1
= *T; 8p + ;’; 5'1"(1.) + E 5T2(z) +..+ E 6Tn—1(r),

temos que para o A acima definido satisfaz (A} = 0.
Pode-se mostrar que para a medida de Lebesgue p e T'(z) = 2z (mod
1) temos que p{A) =1 para tal A.
Se uma medida da forma
1 1. 1 1.
U= ;1— by + E éT{z) -+ E 6T2($) + ...+ E(}Tn—l(z),

descreve o que se observa num certo fendmeno da natureza, temos que na
verdade o fendmeno observado néo é "aleatdrio”, mas sim que ele ocorre
de maneira ” deterministica” (observa-se de fato {z,T'(z), .., 7" (z}}). Po-
deriamos dizer de uma maneira informal que a delta-Dirac é a maneira
natural de se tratar com o determinismo dentro da Probabilidade.

As medidas ou probabilidades existem para se integrar fungoes f(z),
onde f: M — R, obtendo assim [ f{z)dp(z).

No caso em que i é a probabilidade de Lebesgue obtemos a nossa
velha conhecida [ f(z)dz (isto ¢, du(z) = dz).

No caso em que g é a delta-Dirac em zq, pode-se mostrar que para
uma fun¢do continua f(z) qualquer, temos que [ f(z)dd(z — zq) =
[ flz)dbs(z) = flzg). Isto é bastante razodvel uma vez que toda
informacio desta medida estd concentrada em .

Se p for dada por uma integral de Stieltjes (u{A) = [, g(z)dz), entéo
J F(@)dp(a) = [ §(2)g(z)da.

Dada uma funcdo f : M — R dizemos que [ f(z)du(z) é o valor
médio de f.

Dada uma probabilidade T-invariante g, definimos o expoente de
Liapunov da medida u como

[Awwmm=Amy
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Este valor A{y) descreve o valor médio do expoente de Liapunov A(z)
dos pontos = € (0,1} com relagio a probabilidade u.

Dado duas medidas p e v, se A(u) > A(v), é porque na média temos
mals tendencia a afastamento rdpido dos pontos escolhidos de acordo
com g do que escolhidos de acordo com v.

Em Teoria Ergédica tem papel de destaque as medidas ergédicas.
Nao vamos dar aqui a definigao formal deste conceito (ver [4] R. Mane,
para definicdes), mas apenas afirmar que se p é uma medida ergédica,
entdo existe A tal que u(A4} =1, e que o valor A(z) é igual a A(u) para
todo z € A.

BEm outras palavras, com p-probabilidade 1, temos que A(z) é cons-
tante e igual a média A{u).

Podemos perguntar: para uma 7" fixada, qual medida i é aquela que
possue a maior tendéncia de afastamento médio A(u)?

Definigdo: Para T fixada, T : S — S, denotamos por M(T) o con-
junto de todas as probabilidades T-invariantes.

Definigdo: Dada uma transformagio T : S! -+ S de grau k, dizemos
que u € a probabilidade de maximo expoente de Lyapunov se

/ Az)dp(z) = sup f M) dv ().

vEM(T)

Note, por exemplo, que para T'(z) = 2z (mod 1), toda a medida
invariante v € M(T) é tal que A(v) = log2. Isto se deve ao fato que
T'(z) = 2 para qualquer z € (0,1]. Neste caso o supremo é atingido
por qualquer probabilidade » ¢ M(T'). Esta tranformacio T é na ver-
dade muito particular, e poderia se imaginar que para a maioria”das
tranformacdes 1" expansivas, temos que 7”(z) nio é constante.

¥ natural perguntar se ¢ verdade que para a "maioria”das transfor-
magcoes expansivas T' vale que existe apenas uma medida g de maximo
expoente de Lyapunov em M(T), e se tal u é ergddica?

Antes de mais nada é necessirio dar sentido a afirmag¢io ”para a
maioria das tranformacdes expansivas 7.

Dado um espago métrico X com uma distancia d (ver [2] E. Lima,
para defini¢ées) dizemos que uma propriedade é valida para a "maio-
ria”dos pontos z € X, se existe B C X aberto e denso, tal que a
propriedade vale para todo z € B.
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Vamos considerar a seguir o espage X das tranformacdes T' de S Uem
8! e colocar wma distincia d(T1, T3} entre funcdes expansivas. O nosso
resultado principal vai afirmar que para a "maioria”das 7', a medida de
méximo expoente de Lyapunov para T ¢ Unica e estd concentrada em
urna Orbita periddica, ou seja é da forma

1 1 1 1
L= Eém -+ ;}/‘ 6T($) + H (ST'z(m) + ..+ 7_1,' (STn—l(I),

para um certo n e um certo ponto z periédico. Esta medida y & trivi-
almente ergédica.

Disemos que uma funcio A(z) definida de S! em R é a-Holder. se é
finito
| Alz) — Aly)]

|z — yl@

}.

sup  {
0<\rc—y|<§

Dizemos que uma funcio expansiva T{z) de grau k definida de S°
em St é de classe ', se 77(z) é a-Holder.

Vamos considerar o espago F, das transformacgdes expansivas 1" :
St 81 de classe C11® (onde o < 1) e que tem grau k.

Denotamos Hél, (A) para A: S' — R o valor:

|A(z) — Aly)l

Hol,(4) = sup | o=y

D<Ex—y|<%

}

Ainda, denotamos [{Allg = sup,e(o,1) [4(2)| para a norma uniforme
de A. ||Alls , por sua vez, vai denotar a norma o-Holder dada por A:

[Alle = Holo(A) + [[Allo.
A distancia d que usaremos é dada por

d(Ty,Tp) = sup {[|T1 — Tello, |77 — Tolia}
2€(0,1]

Se d(T1,T%) ¢ pequeno entdo é porque para todo z vale que 1) (z) ¢
Th{x) estdo préximos e ainda Ty (z) e T4(x) estdo proximos.

Para «a fixo, denotamos por X = F,y o conjunto L ,Fs com a
distancia d definida acima.

Nosso resultado principal é:
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Teorema: Seja @ < 1 fixo. O conjunto B das transformacdes T
em F., = X que possuem apenas uma probabilidade z € M(T) maxi-
mizando o expoente de Lyapunov e tal que p tem suporte numa érbita
periddica € aberto e denso em F, .

O Teorema acima, afirma que para a maloria das transformacdes ex-
pansivas T' a medida que maximiza o exponte de Liapunov esti con-
centrada numa érbita periédica. A demonstragio deste resultado usa
de maneira fundamental uma equagio de sub-cohomologia (discretizada
no tempo) que é andloga a equagdo de Hamilton-Jacobi da Mecéanica
Cléassica.
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