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Dinamica de fun¢oes unimodais

Artur Avila

Resumo

Nesse artigo expositdrio consideraremos fungdes do intervalo
sob o ponio de vista dinfmico. Nos fixaremos apenas sobre fungdes
unimodais, em especial o exemplo bdsico, a familia quadratica.

1 Introducao

One is struck by the complexity of this figure that I am
not even attempting to draw. Nothing can give us a better
idea of the complexity of the three body problem and of all
of the problems of dynamics in general.

Poincaré, sobre a descoberta de pontos homoclinicos (um fendmeno
de dimensdo maior que um).

Certamente Poincaré ficaria surpreso pela complexidade das figuras
que surgem no estudo de sistemas dindmicos ja em dimensao um.

1.1 Dinamica unidimensional

Sistema dindmicos é uma drea muito ampla e ndo ambicionaremos dar
defini¢des demasiadamente gerais nesse artigo introdutério. Em particu-
lar no consideraremos acdes de grupos gerais nem equagdes diferenciais
e restringiremos nossa atengio a dimensdo 1.

Entenderemos por sistema dinimico simplesmente uma fungio con-
tinua f definida em um intervalo da reta. O ponto de vista é o do
entendimento do comportamento assintético de iterados de f, ou seja
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Figura 1: O conjunto de Mandelbrot é um dos objetos complexos rela-
cionados com fungdes quadraticas.

consideraremos f* = fo..o f e tentaremos entender suas propriedades
para n grande.

Iniciaremos com um problema simples que servird para introduzir
alguns conceitos fundamentais mum contexto autocontido, e a partir
dafintroduziremos a familia quadratica e daremos uma, idéia da comple-
xidade desse exemplo e sua relevincia no estudo de fungdes unimodais.
Ao leitor que desejar um aprofundamento maior, antecipamos que al-
gumas das técnicas relacionadas com o estudo de fungdes quadraticas e
unimodais sdo as seguintes.

e EDP (deformacio de estruturas conformes), teoria de Teichmiiller.
o Analise complexa em dimensio infinita.

¢ Rigidez de objetos geométricos.
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e Probabilidade.

Obviamente ndo cobriremos tais tépicos, optando por uma descrigdo
de resultados. As técnicas descritas sdo em si problemas matematicos
de relevancia independente.

2  Funcgoes mondétonas

Comecemos com uma andlise dindmica de um problema simples. Qual
€ a solughao de
= =27
A resposta habitual é ingenuamente substituir o expoente obtendo
72 = 2 e portanto z = /2,
No entanto pode-se contestar a solucdo observando que 0s mesmos
passos levam a concluir que

também teria como solucdo z = v/2. Qual conclusio (se alguma) é a
correta?

Uma pessoa pratica pegaria uma calculadora de bolso e simplesmente
calcularia o

\/ix/?
um miimero razodvel de vezes e perceberia que de fato a primeira con-
clusido se sustenta.

Um matemdtico por sua vez possivelmente trataria as perguntas
de uma maneira bem menos eficiente. Diante da primeira pergunta,
0 primeiro passo seria naturalmente interpretar seu significado. Uma
interpretacio razodvel para o lado esquerdo da equagio € lima, (x) onde
ap = 1 e indutivamente an41(z) = %,

Por indugdo verifica-se que ap(v/2) < 2 para todo n. Como @, é
claramente mondtona crescente conclui-se que possui um limite a < 2.
Por continuidade o limite deve satisfazer a'/¢ = /2, e portanto, apds
uma rapida analise, a = 2, confirmando o que a calculadora j& sabia.

Apbs essa preparagio, a segunda questdo ¢ facilmente respondida, a
equacio nao tem solugdo, pois a solugdo teria que ser /2 e como vimos

lim an(\/i) = 2,
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Podemos entéio gencralizar a questdo. Para quais valores de a, lim,
ap(z) = a possui solugio? N

2.1 Funcdes crescentes, pontos fixos

Vamos responder essa questao usando alguns conceitos simples de sis-
temas dindmicos. Introduzindo a notagdo fr(y) = z¥, ¢ claro que
anlz) = f2(1). Introduziremos também a seguinte defini¢ao.

Definicdo 2.1 A drbite de um ponto z por [ € 6 conjunto de iterados de
x, Oj(z) = {f¥(z)|k > 0}. O conjunto limite de um ponto = (associado
a um sistema dindmico f) € o conjunto de pontos que sao aprozimados
pela drbita de =, ou sejo, we(z) = {ylliminf|f*(z) — y| = 0}

Observe que por continuidade, f{wy(z)) = wr(z), ou seja, o conjunto
limite é invariante por f.

Podemos entdo reenunciar o problema da seguinte maneira, dado a,
existe z tal que wy, (1) = a?

De nossas discussoes anteriores, estd claro que se a resposta for sim
entio x = al/® ou equivalentemente z% = a, ou seja a é um ponto fixo
de f,. Essa condigio vem do fato de que o conjunto limite ¢ invariante
e sendo unitirio nesse caso, tem que ser um ponto fixo.

Observando o grafico de al/® concluimos que f, possui dois pontos
fixos se 1 < z < e'/¢, um deles menor que e e outro maior que e, um
linico ponto fixo se z = e/, e, e nenhum se z > e. Se a > 1, também
temos que 1 < al/® < el/e.

Proposicdo 2.1 Sel <a ez = alle, wy, € o tnico ponto fizo de fg
menor ou tgual o e.

Prova: Seja p o ponto fixo com p < e. Observe que f, € crescente,
portanto como 1 < p, f2(1) < p e wy, (1) é um ponto fixo de f menor
ou igual a p e concluimos que wy, (1) = p. o

Como « é um ponto fixo de fg, concluimos que se 1 < a, entio
wy, (1) = a se e somente se a < e.

Observe que a simplicidade do problema nesse caso vem de que se
f é crescente, nio hd muitas possibilidades para o conjunto limite de
um ponto, ou é um ponto fixo ou vazio. Nesse ultimo caso dizemos
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também que a érbita do ponto escapa para o infinito (infinito pode ser
entendido literalmente no caso em que aplicamos, em geral escapar ao
infinito significa nao ter pontos de acumulagdo no dominio de definicio
do sistema dindmico).

2.2 Funcoes decrescentes, pontos periddicos

O caso tratado antes nio apresentou grandes dificuldades. De fato.
funcdes crescentes nao possuent muitas alternativas, os conjuntos limites
580 sempre ou wm ponto fixo ou vazio (se a 6rbita escapa para o infinito).

Ha algumas complicacdes adicionals se a fungao for decrescente, como
Veremos agora.

Pulando o caso ¢ = 1 que é trivial, consideremos agora 0 < a <1l e
analisemos quando existe z com wy, (1) = a. Como vimos, se a resposta
for sim entdo = = a'/® e portanto 0 < z < 1 nesse caso.

Como [, é decrescente, a descrigdo é um pouco diferente. Ha irés
possibilidades para o conjunto limite. Aproveitemos para introduzir uma,
nova definigio.

Um ponto z é um ponto periédico de f se existe n > 0 com f*{z) = z,
ou seja, z é um ponto fixo de f™. Se n é minimo com essa propriedade,
dizemos que n é o periodo de z. Uma drbita periddica é a drbita de um
ponto periédico, e coincide com o conjunto limite de qualquer de seus
pontos.

Proposiciao 2.2 Sejo g uma funcdo decrescente. Entdo o conjunte li-

mite de um ponto ou € vazio (a drbita escapa pare o infinito) ou um .

ponto fizo de g ou uma érbita periddica de periodo 2.

Prova: Observe que g° é crescente, portanto para todo z, wyz2(z) ou é
vazio ou wm ponto fixo p de ¢%. E claro que wy(z) = wee(z) U glwye (o).
Assim, we(x) € ou vazio (se wy(x) for vazio) ou um ponto fixo (se p for
um ponto fixo também de g} ou {p,g(p)}. [

Observe que no n0sso caso, o intervalo compacto [z, 1] é invariante
por fu, fx(lz,1]) C [z, 1], portanto wy, (1) nunca é vazio. Por outro lado,
uma funcio decrescente tem no méximo um ponto fixo. Como a é um
ponte fixe, o problema se reduz a encontrar os valores de o tais que
wr, (1) ndo é uma drbita periddica de periodo 2.
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Ao invés de fazermos uma anilise complicada dos pontos periddicos
de f., vamos introduzir uma ferramenta extremamente 1til que simpli-
fica bastante esse problema.

2.3 Derivada de Schwarz

Definicdo 2.2 A derivade de Schwerz de uma funcio C3 f com um
numero finito de pontos criticos é dada por

D'f 3%

—_#(Df

2
Df 2 )

no complementar dos pontos criticos de f.

Dizemos que [ tem derivada de Schwarz negativa se 5 < 0 no com-
plementar dos pontos criticos. Veremos abaixo que essa € uma condigdo
extremamente 1til.

Pode-se imaginar que muitos outros operadores diferenciais dao in-
formactes interessantes sobre uma fun¢do. A razao de se usar a deriva-
da de Schwarz vem do fato que ela se adapta ao estudo de sistemas
dindmicos por se comportar bem quanto a composi¢io. Observe que

S{go f)=Sgo fADf)*+Sf

e portanto
n—1

S(fY)=>_S8fo fFA{DF)?.
k=0

A condicao da derivada de Schwarz negativa é portanto invariante, pois
se g e f a satisfazem, g o f também a satisfaz. Outros operadores di-
ferenciais sem boas regras de composicdo sfio menos interessantes, pois
mesmo que verifiquemos alguma condi¢io para f, ndo é imediato que
isso se propague para seus iterados.

Em todo caso, no caso eém que estamos trabalhando, é claro que f;
possui derivada de Schwarz negativa.

Proposicio 2.3 Se f possui derivade de Schwarz negativa e J é um

intervalo compacte sem pontos criticos e x € J € tal que |Df(x)] €
minimo entdo x € 0J.
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A prova dessa proposicao é um simples exercicio.

Proposicao 2.4 Suponha que Sf < 0 e f possui 3 ponlos fizos p; <
p2 < p3 sem pontos criticos entre eles (nesse caso f € automaticamente
crescente). Enido Df(pa) > 1, Df(p1),Df(ps) < 1. Sex € (p1,p2)
entdo f(z) < z e em particular we(z) = p1. Analogamente se z €

(P2, p3).

Prova: Pelo teorema do valor médio, existe a € (p1,p2) e b € (p2,p3)
tais que Df(a) = Df(b) = 1. Pela proposi¢do anterior, Df(ps) > 1,
pois pz € (a,b} e Df(p1), Df(ps) <1, pois a € (p1,p2} e b € (p2,pa).
Seja =z € (p1,p2). Se f(z) > =z, pelo teorema do valor médio ha
pontos ¢ € (p1,z), d € (z,p2) com Df(c) > 1, Df(d) < (1). Como
d € (¢, pa), isso contradiz a proposi¢io anterior. B

Observe que no nosso problema, f2 é crescente, ¢ possui sempre um
ponto fixo, a, que também é (o Unico) ponto fixo de f,. Observe que
Df.(a) = In(z).z% = In(z).c = In(a).

Proposigdo 2.5 Se 0 < a < 1/e entdo wp (1) # a. Selfe <a <1
entdo wy, (1) = a.

Prova: Se 0 < a < l/e, temos que |Dfy(a)] > 1. Isso implica que
existe eg > 0 tal que (a — ¢,a +€) C fr(a — ¢,a + €) para todo € < ¢.
Como [, é injetiva, isso implica que se fz(y) € (a — €,a + €) entdo

y € (a —€,a + ¢). Por indugio concluimos que se f7(1) € (a —¢,a+¢€)

entdo 1 € (a —€,a+ €). Portanto wy, (1) # a.

Suponha que wy, (1) # a. Entdo sabemos que wy, (1) é uma orbita
periddica de periodo 2. Como f; é decrescente, segue imediatamente
que se b < c s8o 08 pontos dessa Orbita periddica, b < a < ¢. Como a,be
¢ sio pontos fixos de f2, pela proposicio anterior, Df2(a) > 1, portanto
0<a<l/e u

Portanto a resposta para a nossa questao estd completa, existe solu-
¢80 da equacdo quando el <a<e.

As provas que conheco desse resultado {especialmente da reciproca
da proposi¢io anterior) sdc muito mais longas e técnicas sem o uso da
derivada de Schwarz.
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3 A familia quadratica

No estudo de sistemas dindmicos, muitas vezes sistemas aparentemente
simples sob outros aspectos revelam uma riqueza surpreendente. Con-
sidere a familia quadrética

po:l—=I,1=[0,1]

po(z) = az{l —2),0 < a <4

Tlustraremos a complexidade da familia quadritica através da se-
guinte representa¢do grifica do conjunto limite. Para cada valor de a.
escolbamos um ponto z, e consideremos conjunto definido por

B = {{a, Wpa (za))}-

O que se obtém depende de como se escolhe z,. Representanos
na figura 2 o que se obtém com z, = 1/2 (escolhido por ser o ponto
critico) para todo a. Esse conjunto é chamado conjunto de bifurcagao
da. familia quadrdtica. Conjuntos similares associados a outras familias
sio também chamados diagramas de bifurcagao.

Observe que na se¢do anterior estivemos de certa maneira analisando
o conjunto B = {(z,wy,(1))}. Nossa conclusdo (que permitiu resolver
o problema} pode ser interpretada em termos desse diagrama de bifur-
cagdo, pois mostramos que B intersecta cada reta vertical em nenhum
ponto (quando a érbita escapa), 1 ponto (converge a um ponto fixo) ou 2
(converge a uma 6rbita periédica de periodo 2), além de estimarmos em
que regioes do parf‘xmetro z cada um dos comportamentos predomina).

O leitor certamente pode perceber que as coisas sio um pouco mais
complicadas para a familia quadréatica.

3.1 Funcgodes unimodais

O problema geral de sistermas dindmicos é compreender a maior parte
das érbitas da maior parte dos sistemas (um outro problema ¢ formular
o que se entende por isso}. Sob esse ponto de vista, o interesse maior da.
familia quadratica é que ela modela uma classe de sistemas dinimicos,
as funcdes unimodais. Trabalharemos apenas com fung¢des que sejam
pelo menos €%, que serio chamadas de suaves.
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Figura 2: O diagrama de bifurcacdo da familia quadrética

Definicho 3.1 Uma funcdo ¢ : I} — Ia € uma dobra se for suave,
possuir um Unico ponto critico ¢ no interior de I e ndo for mondtona.
Uma dobra g : I — I tal que g(0I) C 81 é chamada unimodal.

{A maior parte dos conceitos utilizados aqui € descrita com mais
precisdo em [MvS], onde estdo descritos resultados mais aprofundados
sobre fungdes unimodais e mais geralmente dindmica unidimensional.)

Uma funcio é unimodal portanto se seu grifico parece com o de uma
funcao quadratica. Ao longo desse artigo serd discutido em que medida a
familia quadrética de fato modela as fungdes unimodais. Como exemplo,
um dos resultados principais de [ALM] é que o diagrama de bifurcagio
associado a uma familia analitica de fungdes unimodais essencialmente
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qualquer é modelado com muita precisdo no da familia quadritica.

4 Universalidade combinatéria

Na década de 70, Milnor e Thurston criaram um modelo combinatério
para as fungdes unimodais. Discutiremos de maneira simplificada alguns
resultados.

Em primeiro lugar € necessdrio identificar a fonte da complexidade
da familia quadratica. O candidato ébvio é o ponto critico, visto que
fungoes do intervalo sem pontos criticos sio mondtonas e como vimos
antes, dinamicamente triviais, A drbita eritica € especial, apresentando
uma ohstrugio natural para que duas fungdes tenham o mesmao compor-
tamento dindmico. Para enunciar precisamente essa obstrucio, intro-
duziremos o conceito de conjugacio topoldgica.

Defini¢do 4.1 Duas fungdes unimodais f1: 1y = Iy e fa: Io = Iy sdo
ditas topologicamente conjugadas se existe um homeomorfismoe h: 11 —
Is talgue ho fi = fach.

Como ho f1 = fooh = ho f[' = fi oh, tem-se que h leva érbitas
de f1 em 6rbitas de fa.

Uma conjugagio topoldgica necessariamente leva um ponto critico
no outro, portanto como k é um homeomorfismo, duas fungdes topo-
logicamente conjugadas tem a mesma ordem na érbita critica: fier) €
Fler) <> files) < filea).

Em seu trabalho, Milnor e Thurston consideram essa ordem de um
ponto de vista diferente, mas essencialmente equivalente. Il particular,
eles associam a cada fun¢do unimodal f uma classe combinatéria &(f),
de maneira que se duas {fungdes tem a mesma ordem na drbiia critica,
elas tem a mesma classe combinataria.

Para estudar como a dindmica varia com [, eles introduziram uma
ordem total no conjunto das classes combinatdrias. Essa ordem é natural
no sentido ilustrado pelo préximo teoremas.

Teorema 4.1 Se fi,a <t < b é uma femilia de funcdes unimodais e
k(f,) < k < k(fy) entdo eziste ¢ € [a,b] tal gue k(f.) = k.

Isso significa que o conjunto das classes combinatérias de uma familia
a um paridmetro é um intervalo no espacgo de combinatdrias.
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O préximo teorema mostra que tal ordem nao é muito misteriosa.

~

Teorema 4.2 Seja como antes p, a familia gquadrdtica. Fnido a <
b = kipd) < k(py). Além disso, se k € uma classe combinatdria,
existe a tal que k(pg) = k.

Esse teorema € nossa justificativa para o titulo da sessfo: a familia
quadratica pode ser naturalmente identificada com o espago de com-
binatérias: a funcdo que associa a cada pardmetro e a classe de p, €
mondtona sobrejetiva.

5 O modelo topologico

Embora o ultimo resultado da sessdo anterior seja plenamente satis-
fatdrio do ponto de vista combinatdrio, do ponto de vista topoldgico ela
ainda deixa um pouco a desejar. Em primeirao lugar, os resultados ainda
seriam validos se ao invés de trabalhar com a classe combinatéria consi-
derassemos a classe de conjugacio topolégica? E a fungao mondtona que
associa uma fungio quadritica a sua classe combinatdria seria injetiva?

A resposta a ambas as questdes é ndo, mas isso nfo significa que nio
se possa dizer mais sobre o problema.

Quanto a primeira questdo, embora duas fungdes com a mesma com-
binatdria possam ndo ser topologicamente conjugadas, a obstrucgio é
completamente entendida. Ao invés de descrever exatamente essa ob-
strucdo, vamos enunciar um resultado positivo, ao mesmo tempo que
veremos de novo nossa amiga derivada de Schwarz. Observe que fungdes
quadréticas possuem derivada de Schwarz negativa.

Teorema 5.1 Sejam f1, f2 unimodais com Sf1,8fy < 0 tais que k{f1)
= k{f2). Sejam I, e Iy os menores inlervalos onde f; e fo sdo unimo-
dats (e portanto contém o ponto critico, descrevendo portanto a parte
interessante da dindmica). Entdo fiir, e fa|1, sdo topologicamente con-
Jjugadas.

Portanto se nos restringirmos a classe de fungbes com derivada de
Schwarz negativa, os conceitos de combinatdria e conjugacio topolégica
580 essencialmente equivalentes.
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De agora em diante, para simplificar a exposigéo, entenderemos por
funcio unimodal uma funcio com derivada de Schwarz negativa topo-
logicamente conjugada a uma funcao quadritica.

Quanto a segunda questdo, tentemos localizar a obstrugao.

Definicdo 5.1 Uma funcdo unimodal € chamada hiperbélica se wic) ¢
uma orbita periddica p, f(p), ... [*(p) =p e 0 < |Df(p)| < 1. Ume
érbita periddica com essa propriedade pare a derivada € chamada wm
atrator hiperbdlico.

Dada uma érhita periédica O(p} de periodo n, diremos que D f"(p)
é o autovalor dessa érbita. Observe que se p é periddico de periodo mn,
Df™{(fi(p)) = Df*(p) para todo j > 0. Isso mostra que o autovalor estd
bem definido.

A presenca de atratores hiperbdlicos torna a dindmica muito mais
simples de se entender. No nosse exemplo inicial, que conseguimos en-
tender completamente, a razio da simplicidade de tais sistemas estd
relacionada com a presenga de atratores hiperbélicos, embora tenhamos
podido evitar mencionar o conceito devido a simplicidade do sistema
envolvido. Em todo caso o leitor pode retornar aguela se¢io e observar
que nas regides 1/e < 1lel < a < e o ponto fixo & atrator, enquanto
se 0 < a < 1/e hd uma drbita periddica de periodo dois atratora. A
mudanca de comportamento do sistema em a = 1/e é relacionada a esse
fato.

Defini¢io 5.2 Dado um conjunte X definimos o bacia de X, B(X),
como B(X) = {z|lw{z) C X}.

Se o conjunto X é um atrator hiperbélico, a dindmica em B(X) é
muito simples: B(X) é um conjunto aberto onde todo ponto converge
exponencialmente para a orbita periédica.

O préximo teorema descreve essencialmente a dindmica de uma fun-
¢ao hiperbélica do ponto de vista topolégico.

Teorema 5.2 Seja f uma fungdo unimodal hiperbélica. Entdo a bacia
do atrator € um aberto e denso.

E também simples descrever o que ocorre para fungdes proximas
a uma hiperbdlica. O seguinte teorema é uma simples aplicagio do
teorema. das fun¢des implicitas.
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Teorema 5.3 Seja Xy um alrator hiperbélico para f. Ewiste uma viz-
inhance V de f no topologia G tal que qualquer g Y possui um Unico
atrator hiperbdlico X, prozimo de Xy. Além disso, se K C B(Xy) ¢é
compacto, existe uma vizinhance Vz de f na topologia CY tal que gual-
quer g em Vi, contém z em sug bacia (isso se ezprime dizendo que o
bacia € persistente).

Em particular, o conjunto das fungdes hiperbdlicas é aberto (pois
qualquer fungdo préxima de uma hiperbdlica possui um atrator que
contém o ponto ecritico em sua bacia, por esta ser persistente). E fécil
ver que duas fungoes hiperbdlicas préximas tem a mesma combinatdria
e portanto sio topologicamente conjugadas.

Isso explica porque a resposta para a segunda pergunta no inicio
da sessdo é nao: cada combinatdéria hiperbdlica corresponde ndo a um
parimetro, mas a um aberto de pardmetros na familia quadrética. Isso
também nos permite compreender melhor parte do diagrama de bifur-
cacho. Considere a seguinte ampliacao da figura 2.

Figura 3: A janela de perfodo 3 (em cinza).

A regido representada corresponde a existéncia de um atrator hiper-
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bélico de periodo trés. As trés linhas visiveis mostram como muda a
drbita periddica atratora com o pararetro. R

Terminemos a segao com o seguinte teorema (provado independente-
mente por Lyubich [L1] e Graczyk-Swiatek [GS]) que expressa que hiper-
bolicidade é de fato o tinico fenémeno persistente na familia quadratica
(e portanto a vinica obstrugdo a injetividade).

Teorema 5.4 Cada combinatdria ndo hiperbdlica corresponde a ezata-
mente um pardmetro no fomilic quadrdtica.

Tal teorema é conhecido como rigidez topoldgica, e seu equivalen-
te para funcdes unimodais mais gerais foi provado por Kozlovski [K],
partindo do resultado para a familia quadrética.

6 Renormalizacao

6.1 Duplicagao de periodo

Como vimos, a existéncia de um atrator hiperbodlico é um fendmeno per-
sistente. Considere novamente a janela de periodo trés. Ela corresponde
a um intervalo no espago de pardmetros. O que acontece na fronteira
desse intervalo?

Obviamente, nao pode haver um atrator hiperbdlico, pois esse é um
fendmeno persistente. O que acontece é que o autovalor do atrator atinge
médulo 1 nesses pontos. De fato, no bordo esquerdo o autovalor é 1 e
do lado direito é —1.

Observe também que do lado esquerdo o diagrama de bifurcagio é
bastante complicado, enguanto que do lado direito simplesmente comega
uma nova jancla. Essa janela é de periodo seis, e pode-se ver que de
cada ponto da érbita periédica de periodo trés brotam dois pontos per-
tencentes a 6rbita de periodo seis.

Vamos descrever rapidamente o processo em que um atrator de pe-
riodo n se transforma num de periodo 2n. No que segue consideraremos
a bifurcagdo do ponto fixo p = 2/3 de derivada —1 para g = ps.

(A descrigio que daremos também cobre o nosso primeiro exemplo,
onde h4 a passagem de um ponto fixo atrator para um atrator de periodo
dois no pardmetro a = 1/e.)
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Observe que p é um ponto fixo para g2, de autovalor 1. Por um
cdlculo simples, vemos que D?g%(p) e pela condicio da derivada de
Schwarz negativa, D3¢%(p)/Dg?(p) < 0, justificando a figura 4.

Figura 4: Duplicagao de periodo em detalhe: a esquerda temos o grafico
de g° préximo a p e a direita o aparecimento de dois pontos atratores

Ao modificarmos um pouco g, obtemos que o ponto fixo persiste mas
seu autovalor muda. Estamos interessados no caso em que o autovalor
fica menor gue —1, que corresponde ao ponto fixe deixar de ser atrator,
Observemos o efeito que essa perturbagio provoca em g?. Devido a con-
digdo D3g?(p) < 0, observamos que ao modificar g2 criamos um ponto
fixo repulsor (correspondente ao ponto fixo repulsor de g), simultanea-
mente criamos dois pontos fixos atratores, um de cada lado {compare
com a proposi¢do 2.4). Esses pontos fixos atratores sio permutados por
9. {Exercicio: verificar as afirmagdes desse pardgrafo.)

Dessa maneira, vemos que cada janela de perfodo n estd colada a
uma de periodo 2n do lado em que o ponto periddico de perfodo n tem
autovalor —1. E claro portanto que podemos continuar esse processo,
obtendo janelas de periodo 4n, 8n, ....

6.2 TUniversalidade

A bifurcagéo de perfodo era algo que interessava especialmente porgue
ela era entendida como a aproximagao do caos. Observe por exemplo que
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apos a sequéncia simples de janelas correspondentes a uma bifurcacio
de periodo, o diagrama de bifurcagio volta a ser complicado.

Na década de 70, Feigenbaum e independentemente Coullet-Tresser
estudaram esse processo. Para os pardmetros menores que ¢; = 3 havia
um atrator fixo. Entre g1 e as, um atrator de periodo 2, e assim por
diante. Os nimeros o, — a,.-; portanto representam o comprimento
das janelas de perfodo 2", As observacdes numéricas desses valores
mostraram algo surpreendente,

Qn+2 — Gnii
Qn41 — Gnp
se aproximava de uma certa constante § a medida que n crescia.

86 isso ja seria uma descoberta surpreendente. Para entender porque,
observe-se que em sistemas dindmicos e em especial no estudo de bifur-
cagoes, os fendmenos que surgiam eram tdo complexos que desafiavam
qualquer entendimento mais profundo dos aspectos métricos e ¢ méaximo
gue se tentava, muitas vezes sem sucesso, era obter resultados qualita-
tivos (um exemplo simples: uma janela de perfodo = é sempre colada
com uma de periodo 2n). A existéncia de uma constante relacionada
com uma sequéncia de bifurcagbes aparentemente independentes provo-
cou muitas associagoes com fendmenos fisicos, como por exemplo a tran-
sicao de fase.

Havia algo no entanto que tornava a descoberta ainda mais surpreen-
dente (e daria ao fenémeno o nome de universalidade). Se considerarmos
a janela de periodo 3 e suas duplicagdes e fizermos o mesmo, chegare-
mos a mesma conclusdo. I com a mesma constante. E se considerarmos
uma famfilia (essencialmente qualquer) que passe por uma infinidade
de bifurcages de periodo, o fendmeno {e a constante} persistem! A
existéncia de uma constante relacionada com uma seqiiéncia de bifur-
cagoes aparentemente independentes provocou muitas associacoes com
fendmenos fisicos, como por exemplo a transicio de fase.

6.3 Renormalizacgio

A explicagdo de tal fendmeno foi primeiro sugerida por Feigenbaum.

Defini¢do 6.1 Dizemos que [ € renormalizdvel se existe um intervalo
ceJClen>1taisque frfiJ)CJ e ffIINJ=01<j<n 0O
menor n com essa propriedade € chamado periodo de f.
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Um exemplo simples ¢ dado na figura 5, onde consideramos p, com
o wm pouco malor que 3.

Figura 5: Segundo iterado de uma fun¢io renormalizavel de periodo 2.

Nesse exemplo fica claro pela figura que p, é renormalizdvel de
periodo 2.

Para uma fungao renormalizivel, temos que f|7 é uma dobrae f|s 7)
¢ um difeomorfismo se 1 < i < n, pois ¢ ¢ f(J). Portanto, f™|; é
unimodal.

Definicao 6.2 Sejo f renormalizdvel de periodo n e J o menor inter-
valo com f7(J) C J, f*(8J) C 8J. Seja A:J — [0,1] uma funcio afim
com A(f(3J)} = 0. Definimos Rf = Ao f*|;0 A1,

Na defini¢do acima, primeiro removemos ambigiiidades na escolha
de J e depois fazemos uma mudanca de escala (de onde o nome renor-
malizagdo), levando J num intervalo candnico. Isso atua como um mi-
croscépio, tornando a dindmica de f visivel no intervalo J que poderia
ser pequeno e evita que os objetos limites que consideraremos colapsem.
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Esse processo portanto associa a um sistema dindmico renormalizdvel
um novo sistema dindmico. Tentemos entender agora como o operador
de renormalizacao ajuda a compreender a bifurcacio de periodo. No ca-
so, s6 precisaremos usar a renormalizacdo de periodo 2, que foi mostrada
atuando na figura anterior. Analisaremos portanto sua atuagéo na cas-
cata de bifurcacio de periodo a;,as,....

Primeiro notemos que ura ponto periddico de f situado em J corre-
sponde a um ponto periddico para Rf de perilodo metade do anterior.
Uma andlise mais detalhada mostra de fato que k(R(pq,,.)) = E(pa, ),
ou seja, ao renormalizarmos uma bifurcacio 2! — 27+2 ohtemos uma
bifurcacio 27 —» 27+,

2 [ ] Odﬂ
a3 ad a5 al

R
R
al a2

Figura 6: Acio do operador de renormalizacio sobre as combinatérias
(uma dimenséo).

———— ——— ————— e

—— _.— al

e I

Figura 7: Acgdo do operador de renormalizacdo no espago de funcdes uni-
modais {dimens&o infinita): cada curva representa o conjunto de fungdes
associado a uma classe combinatoria.
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A explicagao de IFeigembaum para a universalidade seria a existéncia
de um ponto fixo ¥ (uma fungao universal) hiperbélico para o operador
de renormalizacdo. Ele atrairia a classe combinatéria de a (que seria
uma, subvariedade de codimensdo um) exponencialmente e expandiria
urna direcao de dimensao um, com o mesmo valor da constante universal
da bifurcagdo. Essa direcdo sendo transversal a uma classe combinatdria
constante, seria equivalente ao espaco de combinatdrias em certo sentido.

Como isso explica o fendmeno? Para observar a bifurcagio de periodo
perto de as, usamos o microscépio da renormalizacio iterado muitas
vezes. Isso leva aqe para perte do ponto fixo de R. Perto do ponto fixo,
vemnos a classe combinatdria de a,. ser levada na de a,, se afastando do
ponto fixo de acordo com o autovalor expansivo. Isso ajuda também a
explicar a geometria em pequena escala das func¢des na classe de k{aq,),
que é similar a de F.

Portanto, a teoria hiperbdlica estava sendo invocada para entender
a universalidade. Para entender uma classe de sistemas dinfmicos em
dimensao um, somos levados a usar um sistema dindmico em dimensao
infinital

(Pessoas com familiaridade com a teoria hiperbdlica vao enxergar
na discussio simplificada acima uma aplicagdo do A-lemma. Também é
Sbvio que muitos detalhes estao sendo omitidos.)

Apds a conjectura, uma prova foi obtida relativamente rdpido por
Lanford, numa das primeiras aplicacdes de computadores em provas
matemdaticas rigorosas.

Apds esse sucesso da teoria, muitas pessoas tentaram obter provas

conceituais da conjectura. Isso teria dois objetivos. De um lado, tentar

entender realmente o que estd por tras do fendmenoe, seria 36 um aci-
dente a existéncla de um ponto fixe com tals propriedades? Por outro
lado, uma prova conceitual poderia ser generalizada para explicar a uni-
versalidade de outras bifurcagfes, como a associada a renormalizacio de
periodo 3. Provas numéricas (pelo menos como tentadas até hoje) s
poderiam lidar com um nimero finito de casos, uma prova conceitual
seria um resultado muito mais geral.

A prova completa da conjectura generalizada foi recentemente dada
por Lyubich [L2], fortemente baseada na complexificagdo do problema.
Idéias chave foram por exemplo o uso de teoria de deformacio de estru-
turas conformes {introduzido na teoria de iteragfo por Sullivan, jd pre-
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sente anteriormente no estudo de grupos Kleinianos), rigidez de certos
objetos {McMullen, obtendo na teoria resultados andlogos ao da rigidez
de Mostow em geometria de 3-variedades), e é claro andlise complexa
em dimensdo infinita.

7 Probabilidade

Approach from the categorical side is interesting more as
a tool of proving existence results..., while an approach from
the measure-theoretical side seems to be physically reason-
able and natural.

Kolmogorov, anunciando o teorema que daria inicio a teoria KAM.

Como dissemos anteriormente, o objetivo dos sistemas dindmicos é
entender 0 que acontece com a maloria das érbitas da maioria dos sis-
temas. Maloria é obviamente um conceito vago, € 0 que se entende por
maioria é algo que mudou com o tempo. Originalmente, tentavam-se
obter propriedades topologicamente robustas, portanto conceitos como
aberto e denso e categoria de Baire eram os que se consideravam na
andlise. Atualmente, isso foi em grande parte substituido pelo conceito
de probabilidade total com relagio a alguma medida de referéncia. Se es-
tivermos considerando variedades diferencidveis, existe uma medida nat-
ural de referéncia, a medida de Lebesgue A. A compreensio da dindmica
faz uso entdo de uma medida invariante p (ou seja p(f~1{X) = p(X)
para qualquer conjunto mensurdvel X), que serd relevante na medida
em que descrever conjuntos significativos na medida de Lebesgue.

Esse ponto de vista probabilistico tem sido intensamente desenvolvi-
do para fungdes unimodais recentemente. Teoremas como o teorema cen-
tral do limite sdo véalidos com grande generalidade. O estudo de pertur-
bacdes estocdsticas tem sido extremamente bem sucedido. Para apenas
enunciar o significado desses resultados nesse contexto, € necessario um
alto grau de preparagdo inicial. Indicaremos agora algumas referéncias
para o leitor que descjar se aventurar nesse tema.

O primeiro passo para um tratamento probabilistico é encontrar uma
medida invariante relevante com respeito a medida de referéncia (tal
medida é chamada fisica). Isso ndo é possivel sempre, mas resultados
recentes indicam que isso é possivel quase sempre. Um bom artigo (ainda
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em nivel de divulgagdo) descrevendo o mais importante resultado nessa
direcdo é o de M. Lyubich em [L4]. Artigos de pesquisa relevantes nessa
diregdo sdio [ALM], [AM2] e [L3].

Uma vez de posse de uma medida fisica podemos investigar pro-
priedades estatisticas diversas. O artigo de Keller e Nowicki [KN] mostra,
entre outras coisas como em certos casos sao validos teoremas descreven-
do decaimento de correlagdes e o teorema central do limite. Tal passagem
ndo € automdtica, pois nem toda medida fisica tem boas propriedades
estatisticas.

Vimos anteriormente que func¢des hiperbélicas sao estéveis por per-
turbagdes. No entanto nem toda fungio é hiperbélica, e de fato esse nio
¢ um dos fendmenos vilidos quase sempre. O conceito de estabilidade
estocdstica, onde considera-se uma perturbagfo do sistema dindmico por
um ruido aleatério é um conceito interessante que pode ser usado em
substituicao ac conceito anterior de estabilidade (deterministica). Nem
todo sistema é estocasticamente estdvel, mas um resultado de Baladi e
Viana em [BV] dé condigdes suficientes para tal. Resultados recentes
em [AM1] e [AM2] indicam que tais condigdes sfio vilidas quase sem-
pre, assim como valem quase sempre as boas propriedades estatisticas
de [KN].

Agradecimentos: Obrigado a Claudio Landim por incentivar a es-
crever esse texto e a Viviane Baladi por importantes sugestdes. Algumas
idéias (como as citagBes) foram liviemente emprestadas do artigo [L4]
de M. Lyubich, assim como algumas figuras vieram da homepage de C.
MecMullen.
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