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Alguns Problemas de Dinamica de
Fluidos Biolégicos

Alexandre M. Roma

Resumo

O objetivo deste trabalho é expor o Método da Fronteira Imersa,
um método versatil que propée um modelo matemitico e um método
computacional para se estudar problemas que envolvem interacdes entre
fluidos e estruturas cldsticas neles imersas. O modelo matemético bésico
¢ descrito em detalhes ¢ uma possivel discretizacio numérica apresen-
tada. Dificuldades em utilizd-lo e implementagdes alternativas, apropri-
adas para aplicagbes especificas, sdo também comentadas. O problema
do estudo da hemodindmica cardfaca aparece como motivacio histérica
para a origem do método e como principal aplicacio.

Palavras-chaves: biofluido dinidmica, fluidos incompressiveis, inter-
faces eldsticas, refinamento adaptativo de malhas, método da fronteira
imersa.
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1  Introducao

Diversos problemas em dinimica de fluidos bioldgicos envolvem intera-
¢oes entre um fluido viscoso incompressivel, nio estacionério, e um teci-
do biolégico visco-eldstico, cuja configuracio geométrica, propriedades
eldsticas, ou ambas, podem variar ao longo do tempo (e.g., a interacio
entre sangue, musculatura e valvulas cardiacas).

Em 1972, Peskin [20], [21] introduziu um modelo matemdtico e um
método computacional para estudar o escoamento sangiiineo ao redor da
valvula mitral. Em contraste com outros autores, ele nio fez qualquer
hipétese particular sobre a geometria desse escoamento para observar
o movimento da valvula. Partindo apenas das leis de Newton e de
caracteristicas fisicas e fisioldgicas do fluido, da musculatura e da vilvula
cardiacas, Peskin deduziu as equagdes dindmicas do movimento, as quais
descrevem a forte interacfio existente entre a véalvula e o escoamento
sangiineo.

A Figura 1 mostra a motivacio cientifica por trds do modelo ge-
ométrico bidimensional do lado esquerdo do coragio, utilizado por Pes-
kin em suas primeiras simulacdes. O modelo bidimensional original
(Figura 1-(d)) incluia apenas o 4trio e o ventriculo esquerdos e uma
valvula mitral simétrica, composta apenas por dois folhetos.

Para simplificar a implementagio computacional do método, todas as
estruturas cardiacas foram assumidas com mesma densidade e completa-
mente imersas em sangue (como afirma Peskin: .. um coragio pulsando
num aqudrio de fluido, ao invés de em seu préprio lugar.” [20]}. Por este
motivo, posteriormente, o método de Peskin tornou-se conhecido como
Meétodo da Fronteira Imersa.

Na Se¢do 2, o modelo matemdtico é desenvolvido enfatisando as
equacdes que descrevem a interagio entre o fluido e a fronteira eldstica
imersa. Na Se¢do 3, uma possivel discretizac¢io das equagoes é dada,
ilustrando desta forma como o método computacional pode ser obtido.
Ao longo das Se¢des 4 e 5, mais detalhes e outras possiveis discretizacdes
alternativas sdo incluidos, em meio a comentdrios sobre as dificuldades
inerentes ao método e algumas aplicagbes. A Secdo 6 encerra este tra-
balho, resumindo seus principais aspectos.
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Figura 1: (a} Vista frontal do coragio, (b) sua vista superior com &dtrios
removidos, {c) se¢do transversal de seu lado esquerdo e (d) modelo ge-
ométrico bidimensional idealizado que esta se¢io transversal inspira.

2 Modelo Matematico

No Métedo da Fronteira [mersa, o escoamento n&o estaciondrio de um
fluido viscoso incompressivel é modelado pelas equacdes de Navier-Sto-

kes,

p(%U-I-u-Vu)—i—Vp =
V.ou =

pAu + f (1)
0, (2)

onde p é a densidade de massa e p & viscosidade do fluido, ambas consi-
deradas constantes. Matematicamente, a fronteira imersa se faz presente

apenas por intermédio do termo forcante f,

uma distribuicdo singular
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resultante da acao de tensoes elasticas. Iiscritas em coordenadas Fule-
rianas, as equagdes (1)-(2) estdo definidas num dominio retangular €,
onde uma condicio inicial e condigdes de contorno periddicas para a ve-
locidade u sio adotadas por simplicidade. A pressico p nio demanda
nenhum tipo de condigio para que o problema esteja bem posto.

A interacdo dindmica entre ¢ fluido e a fronteira imersa pode ser
obtida aplicando-se a Segunda Lei de Newton. Se a fronteira imersa for
suficientemente delgada e se sua massa puder ser desprezada, ela pode
ser vista matematicamente puramente como um “gerador de forgas” que
nao introduz massa nem cobre qualquer regifo do escoamento (e.g., uma
“fatia” de um folheto de uma vélvula cardfaca).

A posicio da fronteira imersa, descrita em coordenadas Lagrange-
anas, é dada por

X{s,t) = (Xi(s,1),X2(s,8)), s€S, (3)

onde s é o parametro Lagrangeano. Se F(s,t) é a densidade de forga
elastica aplicada pela fronteira imersa no fluido, a equacio de equilibrio
de for¢a num segmento arbitrario de fronteira imersa X (s,t), 1 £ 5 £
$2, pode ser escrita como

52
G [ mogXend = wenros [T re s @
51
onde m(s) representa a densidade de massa unidimensional da fronteira
imersa, T' ¢ a tensio aplicada nas extremidades do segmento de fron-
teira imersa considerado devida &s propriedades eldsticas da sua parte
restante, T é a tangente unitdria & direcio da fronteira imersa,

09X /0s
"= [ox jas] )

e (—F) é a reagdo do fluido sobre o segmento de fronteira imersa em
resposta & ac¢do de F sobre o fluido. A tensido que age na fronteira
imersa, T, presente em (4), é dada pela Lei de Hooke generalizada

T=1( % )5.1). )

Uma vez que a fronteira imersa, por hipdtese, tem massa desprezivel,
o lado esquerdo da equagio (4) se anula. Apds aplicar o Teorema Fun-
damental do Calculo e rearranjar os termos, a equagao (4) pode ser
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reescrita como
82 a
F - —(Tr)lds = 0. 7
[ M

Como s; e s; foram tomados arbitrariamente (o segmento de fron-
teira imersa é arbitrario), obtém-se de (7) a densidade de for¢a eldstica
para a fronteira limersa

d arT ar oT
F=e2(T7) = Zq47dl = oo K 8
75 T7) 27 T 5, s T |l Ii n, (8)
onde K = H ||/|| |[ é a curvatura e n = /|| T 1 ¢ a normal

unitaria & frontelra 1mersa

A densidade de forga eldstica (8) é expressa em termos das coorde-
nadas Lagrangeanas; entretanto, na equacio (1) do fluido ela é escrita
em termos das coordenadas Kulerianas. Para mudar a densidade de
" forga eldstica das coordenadas Lagrangeanas para as Eulerianas, basta
lembrar que a forga elastica total que age numa regido arbitrdria R do
dominio 2 (Figura 2) é dada por

fRf(mjt)dm - /{S:X(s,t)ER}F(S’t)dS
= /SF(.s,t)wR(X(s,t))ds

_ [SF(S,t) [[Ré(m—X(s,t))da: ds

- fR/SF(s,t)5(m ~ X(s,t)) dsda,

onde wg(z) = 1, para € R e () caso contririo, e § é a “fungéo” delta
de Dirac em duas dimensdes.

Embora estas manipulagdes sejam formais, elas motivam uma ex-
pressao para a densidade de forca no fluido devida & fronteira eldstica
imersa em coordenadas Fulerianas. Como R é uma regido arbitriria,
essa expressio é dada por

Flo8) = /SF(s,t)J(a: — X(s,4)) ds. (9)
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Figura 2: Acdo da forga eldstica F' numa regido arbitrdria R do dominio

{2

Observe que em {9), a densidade de forga f tem suporte apenas sobre
a fronteira imersa, isto é, ela vale zero em todos os pontos do dominio
excetuando-se os pontos da fronteira imersa. Outro fato importante que
deve ser observado é que, uma vez que ¢ delta bidimensional de Dirac é
integrado apenas uma vez, f tem o mesmo tipo de singularidade definida
para uma func¢do delta de Dirac em uma dimensao.

Sendo o fluido viscoso, os pontos da fronteira imersa acabam por
mover-se com a sua velocidade local (“nonslip condition”). Matema-
ticamente, esta condicdo pode ser expressa em termos do campo de
velocidades como

2X(s,t} = u(X(s,1),1).
ot

Uma vez mais, uma troca entre coordenadas é necessdria. Desta
vez, deve-se encontrar uma expressao para a velocidade Lagrangeana,
dos pontos da fronteira imersa em termos das coordenadas Eulerianas
do fluido. Empregando formalmente as propriedades da fungao delta de
Dirac, tem-se

w(X(5,8),8) = fﬂu(m,tm(m — X(s,)) de. (10)

As equagdes (9)-(10) descrevem a interagio entre o fluido e a fronteira
imersa; elas empregam o delta de Dirac para alternar entre a formulagio




N

FEuleriana, usada para o fluido, e a Lagrangeana, usada para fronteira
imersa. A equacdo (9) “espalha” as tensdes eldsticas ‘que agem sobre a
fronteira eldstica para o resto do dominio; por esta razao é denominada
como passo de espalhamento. A equagio (10) “interpola” nos pontos
da fronteira imersa as velocidades definidas no dominio; é o passo de
interpolacdo.

Em resumo, as equacoes que modelam a interagao entre o fluido e a
fronteira elastica imersa sdo

p(%u+u-Vu)+Vp = pAu-+f (11)
Veuw = 0 (12)

onde
faf) = / F(s,1)0(z — X(s,4)) ds (13)

S

Fis,t) = £-(T'7) (14)

com
%X(s,t) _ /Qu(m,t)é(m - X(5,8)) d, (15)

as quais fornecem wma formulacdo mista Fuler-Lagrangeana para o pro-
blema.

3 Meétodo Computacional

Diversas discretizacoes tém sido propostas para as equagdes (11)-(15).
No espaco, em geral, as equagtes do fluido (11)-{12) sdo resolvidas nu-
ma malha computacional Euleriana regular e fixa, obtida dividindo-se
o dominio 2 em N partes iguals em ambas as direcfes. Nesta malha,
determinam-se u;; = (i g, ’Ui,j) e p;j, a velocidade e a pressao nos nds
x;; = (zo +th,yo + jh), 0 < 4,7 < N, onde h é o espacamento. A
fronteira imersa, por sua vez, é discretizada empregando-se uma malha
computacional Lagrangeana, uma colegfo finita de pontos moéveis Xy,
0 <k < M. AFigura 3 mostra uma discretizagiio espacial tipica para o
problema. '
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Figura 3: Malhas Euleriana (“o”) e Lagrangeana (“e”).

O sistema de incégnitas (u;;,X), 0 < 4,5 < N, 0< k < M,
deve ser determinado nos instantes ¢® = n Af, onde At é o passo de
integragdo no tempo. No trabalho de Peskin e Printz [27], a discretizacio
das equagbes de Navier-Stokes, (11)-(12), é dada por

un+1,0 n

—u
Pl ) = 1 (16)
un—f—l,l _ un+1,0

ot 4wl = uDrDDw, ()

un 2 gt 0, n+1,2 +1,2
o Az + "Dy = pDFDSWE ) (18)

com as novas pressio e velocidade dadas pela resolucio de

w2 = s + E Gpn+1, (19)
D"t = 9, (20)

enquanto que a discretizacio das equagdes de interacio fluido-fronteira
imersa, (13)-(15), é dada por

Bio= me (z;; — X7) As, (21)

X = XT 4 At Z ul o (i ; — X7 B2, (22)
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Os operadores de diferencas finitas usados para aproximar as primei-
ras derivadas no espaco empregain as aproximagoes para frente, para tras
e centrada, respectivamente

bisr = big
DF gy = Prta= s
B bij — b1
Dm¢i,j: & h1 J)
0, _ Pit1y —dim1y
Dydiy = T 9

sendo definidos de forma semelhante para as derivadas na direcdo y,
denotados por D;' . Dy e Dg. Em termos destes operadores, as dis-
cretizacoes dos operdadores diferencials gradiente e divergente sdo res-
pectivamente

Géij=(D3dij, Dydij) e D -uyy=Dduij+ Ddv;.

O operador Laplaciano discretizado, L, resulta da aplicacdo do operador
divergente no operador gradiente,

i ;- i T _‘_i).; — deb; 4
D'G¢i,j:L¢i,j=¢+2’J @ 2,9 qu‘;f;_z ¢] 2 qb?,,_j'-

Note que nas equacbes (21)-(22), o delta de Dirac é aproximado pela
fungao d;,. Uma escolha particularmente simples é dada pelo produto

Spl#;5) == dplx:) dn(y;)

onde

dnlz) = ﬁ(lﬂ—cos(% ), |z| < 2h,
0, |z|>2h.

Os gréficos das fungdes dp(x) e d () sdo mostrados pela Figura 4-(a) e
(b), respectivamente.

A escolha desta fungdo particular para aproximar a funcio delta de
Dirac ¢ motivada por um conjunto de propriedades de compatibilidade
discretas descritas por Peskin [22]. Alternativas a esta escolha podem
ser encontradas em [2], [31].
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Figura 4: Discretizagoes: (a) delta de Dirac em uma e (b) em duas
dimensoes.

O esquema numérico visto, (16)-(22), desacopla as equagoes em cada
uma das direcdes dos eixos coordenados, sendo de sengunda ordem no es-
paco e de primeira ordem no tempo. Na determinagao de (u;;, Xg) em
cada instante no tempo, o método emprega a configuracio geométrica
da fronteira imersa no inicio do passo, X™, para calcular a forca eldstica
F™, a qual modela o problema em consideragdo. Em seguida, esta
forca elastica é espalbada aos pontos da malha computacional do Hui-
do préximos & fronteira imersa empregando-se (21), e as equagdes (16)-
(18) sdo resolvidas, determinando-se nm campo de velocidades provisorio
e

A acio da forga eldstica é notada instantaneamente em todo o domi-
nio por intermédio do campo de pressdo. Matematicamente, isto pode
ser observado impondo-se a incompressibilidade do fluido, {20), em (19),
obtendo-se assim a equacio de Poisson

At
~D. Gp:n.-l-l - D _u'n+1,2,

para a qual condigdes periddicas de contorno sfo utilizadas. Uma vez
calculada a pressio p"ti, determina-se a seguir. a velocidade u"*! a
partit de (19). Finalmente, a nova velocidade é entdo empregada para
mover a fronteira imersa por intermédio de (22), completando assim o
passo no tempo. :




25

4 Limitagoes, Dificuldades e Implementagoes
Alternativas

O Método da Fronteira Imersa tem se mostrado ser excelente nas analises
qualitativas de problemas bastante complexos envolvendo estruturas
" elésticas imersas num fluido. Eimbora os resultados sejam muito promis-
sores, existem ainda certas limitacdes e dificuldades relacionadas & sua
aplicagao, as quais o tém impedido até o momento, por exemplo, de ser
empregado mais sistematicamente como ferramenta auxiliar no projeto
assistido por computador de valvulas cardiacas artificiais.

Dentre as principais limitacoes e dificuldades relacionadas a utiliza-
cdo do método, é possivel apontar:

e 05 problemas de estebilidade numérica, como no caso das dis-
cretizaches explicitas do método;

o as dificulades em se capturar detalhes geoméiricos da fronteira i-
mersa, como no caso do projeto de préteses cardiacas contendo um
detalhamento preciso da geometria;

e as dificuldades em se representar adequadamente camadas limite
mais finas, como no caso da simulacdo cardiaca, onde os cdlculos
precisam ser efetuados para nimeros de Reynolds néo fisiolégicos
- vinte e cinco vezes menor que o nimero de Reynolds encontrado
num coracac canino!

Como apontado por Tu e Peskin [33], e por Mayo e Peskin {15], quan-
do as forcas eldsticas sio calculadas empregando-se a configuracio ge-
ométrica da fronteira imersa no inicio do passo no tempo, X™, o método
torna-se instavel se a fronteira for muito rigida ou se o passo no tempo
for muito grande (este é o caso do esquema numérico explicito (16)-(22),
visto na seglo anterior). Da pratica, sabe-se que o passo no tempo neste
caso deve satisfazer a uma restricio do tipo parabslica, At < O(h?), onde
h é o espacamento da malha que discretiza o dominio. Esta restrigio é
muito forte do ponto de vista do custo computacional, geralmente re-
querendo passos no tempo diminutos para impedir a manifestagdo de
instabilidades.

Como uma alternativa & formulagio explicita, calcula-se a forca elas-
tica ndo a partir de X™ mas a partir de X*, uma estimativa de X"}, a
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configuragio geométrica da fronteira imersa no final do n-ésimo passo de
integracdo no tempo. Esta discretizacio do Método da Fronteira Imersa,
conhecida como formulagdo aprorimaedamente implicita, fol empregada
pela primeira vez por Peskin [20] para simular’a intera¢io sangue-valvula
mitral. Embora esta formulac¢io, de fato, melhore o problema de esta-
bilidade do método, ela ndo o resolve completamente.

As forcas eldsticas podem também ser calculadas implicitamente,
utilizando-se diretamente a configuragdo geométrica da fronteira imersa
no final do n-ésimo passo de integracio no ternpo, X' Embora esta
abordagem implicita permita, em geral, que passos maiores de integracgao
ne tempo sejam empregados, wum custo computacional freqientemente
majior é necessario.

Tu e Peskin [33] compararam a estabilidade de trés discretizagdes do
Método da Fronteira Imersa. Uma explicita, uma aproximadamente im-
plicita e uma terceira, implicita no cdleulo das forcas eldsticas, as quais
foram empregadas para 0 mesmo problema-teste: a interacdo entre uma
curva simples, fechada, imersa num escoamento de Stokes (o0s termos
inerciais foram desprezados). Significativamente mais cara que as out-
ras duas, a formulacdo implicita apresentou excelentes propriedades de
estabilidade, parecendo ser incondicionalmente estdvel para o problema-
teste empregado.

No contexto das equagdes completas de Navier-Stokes, Mayo e Peskin
[15] introduziram dois esquemas do tipo implicito: um implicito apenas
no calculo das forgas eldsticas, como no trabalho de Tu e Peskin men-
cionado anteriormente, e o outro totalmente implicito. O primeiro deles,
apesar de possuir uma regido de estabilidade maior que a do método
aproximadamente implicito, ainda nfo se mostrou incondicionalmente
estavel; por outro lado, o esquema totalmente implicito apresentado foi
sempre capaz de preservar a estabilidade. Ainda neste contexto, empre-
gando um esquema numérico baseado no esquema de Crank-Nicholson,
Roma [30] propos um outre esquema numérico do tipo implicito, onde
apenas os termos nao lineares foram tratados de forma explicita. Este
esquema, que possui uma condicao de estabilidade do tipo hiperbolica,
At < O(h), serd comentado mais adiante.

Normalmente, a captura de detalhes geométricos mais sutis da fron-
teira imersa, a representacio satisfatéria de camadas limite finas e de
outras peculiaridades do escoamento, podem ser resolvidas a contento
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apenas se a malha computacional empregada na discretizagao espacial
for suficientemente fina. As formulacdes implicitas sdo importantes por
abrandarem condicdes de estabilidade como, por exernplo, a do caso ex-
plicito At < O{h?), permitindo desta forma que malhas de integragio
relativamente mais finas possarm ser empregadas na discretiza¢do espa-
cial.

Peskin e McQueen {24] conclufram que a demanda por malhas mais
finas no Método da Fronteira Tmersa tem como uma de suas causas
fenémenos locais, 0s quals tém lugar nas vizinbhancas da fronteira im-
ersa (e.g., forcas singulares). A grosso modo, aplicando um método
de segunda ordem para resolver as equagdes de Navier-Stokes para um
problema-teste tridimensional, eles observaram que o método claramente
apresentava um comportamento de segunda ordem longe dos pontos da
fronteira imersa, este comportamento sendo alterado para primeira or-
dem quando pontos da malha proximos & fronteira imersa eram consi-
derados na andlise.

Quando malhas uniformes sio utilizadas na discretizaciio cspacial, a
necessidade de se empregar malhas mais finas, mesmo que ditada por
fendmenos localizades ao redor da fronteira imersa, acaba sendo ex-
tendida inevitavelmente a todo o dominio computacional e, como con-
seqliéncia, a malha resultante poderd exceder as capacidades de pro-
cessamento e armazenamento do computador, inviabilizando assim a
resolugdo do problema.

A existénela de fendmenos locais e a necessidade de mals pontos
na malha para capturar detalhes do escoamento ao redor da fronteira
imersa, sugerem um possivel remédio para o problema: a utilizagdo de
uma técnica de refinamento adaptativo de malhas [3], 4], [5], [6], [7]-
Da fusao entre o Método da Fronteira Imersa e a técnica de refinamento
adaptativo de malhas, resultou o Método da Fronteira Imersa Adapiativo
(AMR Immersed Boundary Method [30], [31]).

Empregando as malhas compostas descritas por Berger e Colella
[6], regides refinadas sdo recobertas por uma seqiiéncia de malhas en-
caixadas, contidas em niveis hierdrquicos progressivamente mais finos
I =1,2,..., a0 Cada nivel de refinamento ! é formado por um con-
junto de malhas retangulares Gy, k= 1,2,...,n;, isto &,

{nivel [} = UGl,ka
k
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com Gy ; NGy =0, j # k (duas malhas diferentes contidas no mesmo
nivel de refinamento niio se intersectam), as quais possuem o mesmo
espacamento hy, e cujos lados estfo alinhados com as diregdes dos eixos
cartesianos.

Capaz de se adaptar acompanhando dinamicamente o movimento
da fronteira imersa ao longo do tempo, a malha composta fornece a
base onde as equagdes (11)-{15) sdo discretizadas no espago. A Figura 5
ilustra a diferenga entre as discretizagoes de um dominio empregando-se
uma malha uniforme (Figura 5-(a)} e uma malha composta (Figura 5-

(b))

/ \ / TIIITTIT]

[T T
MR

&; IIIHH‘I\:
(b)

Figura 5: Discretizacio espacial do dominio: (a) Malha Uniforme e {b)
Malha Composta.

Embora em dindmica de gases o refinamento no tempo acompanha
naturalmente o refinamento no espago, esta nio ¢ a abordagem empre-
gada na implementagdo adaptativa do método. Todas as malhas, em
todos os niveis de refinamento, evoluem no tempo com ¢ mesmo passo
de integracio, aquele utilizado no nivel mais fino de refinamento. No
caso de escoamentos incompressivels, ndo existe um limite finito para
a velocidade de propagagio de perturbagfes. Uma vez que cada parte
do escoamento influencia simultaneamente todas as -outras partes (por
intermédio do campo de pressdes), ndo é claro como diferentes passos
no tempo poderiam ser empregados nos diversos niveis de refinamento.

Nesta abordagem adaptativa, a discretizacio no tempo das equacdes
de Navier-Stokes (11}-(12), inspirada no esquema de Crank-Nicholson,
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¢ dada por
Tl gy N @w&-% B E/_\(,u‘v':,-i-l + un)
At s ) 2
n+i
- eI e
V-u™t = 0, (24)

onde o termo nfo linear [(u - V)u]"ts ¢ calculado explicitamente no
tempo s = to+(n+ %)At e a densidade de forga elistica é dada por
FrEE = (4 2.

As equactes de interacao enire o fluido e a fronteira imersa sao dis-
cretizadas no tempo por

n+l _ n
e S 1/[u”é(mﬂX”)+u"+15(CB"—Xn+l)]dm (25)
At 2 /g

-

il =|LF“%QM£—X”H@. (26)

A mais importante peculiaridade desta implementacio adaptativa
é que o esforco computacional é reservado apenas para as regites do
escoamento que realmente o necessitam, fornecendo assim a solugio a
um custo computacional potencialmente bem menor. Testes numéricos
indicam que tal abordagem é capaz de incrementar a precisio do método,
sendo que os resultados obtidos em malhas com refinamento localizado
é tdo preciso quanto aqueles obtidos em malhas uniformes construidas
com o espacamento do nivel mais fino empregado. Maiores detalhes
sobre as discretizagles no espago e no tempo, sobre o esquema numérico
iterativo empregadeo na resolugdo destas equagdes em malhas compostas,
e sobre a estratégia de refinamento podem ser encontrados em [30], [31].

Nem todos os problemas de interesse, envolvendo umn fluido e estru-
turas eldsticas nele imersas, podem ser abordados diretamente com as
formulagtes matematica e computacional até aqui apresentadas. Em al-
guns casos, o problema requer que fluido seja injetado e removido do
dominio {e.g., sangue circulando em artérias). Existe uma outra im-
plementacdo alternativa capaz de descrever condigdes de entrada e de
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saida de fluido no dominio cuja exposi¢io foi reservada para a segio a
seguir, onde ela aparecerd naturalmente no contexto de hemodindmica
em tubos flexiveis.

5 Algumas Aplicagoes Importantes

Ainda hoje, o problema de simulacio da hemodindmica cardiaca é uma
das mais importantes aplica¢bes do Método da Fronteira Imersa. Pro-
posto no inicio dos anos 70, o modelo geométrico original do lado es-
querdo do coragao, Figura 6-(a), evoluiu para modelos mais completos e
sofisticados. Peskin [22], em 1977, o extendeu incluindo uma descricio
mais precisa do atrio e do ventriculo, do trato de saida e da entrada
pulmonar, obtendo assim um modelo mais aprimorado do lado esquerdo
do coracéio excetuando-se a valvula adrtica (esta valvula, assim como
o inicio da prépria aorta, sé foi introduzida em 1992 por Printz [28]).
Em 1983, McQueen e Peskin [16] empregaram o modelo extendido no
projeto assistido por computador de préteses da vélvula mitral do tipo
“disco pivotado” {Figura 6-(b)). Poucos anos depois, em 1985, eles o re-
utilizaram [17], desta vez no estudo da performance de vélvulas do tipo
“borboleta”, planas e curvas, ainda para a posigio mitral {Figura 6-(c)
e (d), respecivamente).

- A conclusdo mais importante deste estudo foi que a introducio de
uma curvatura nos folhetos, mesmo que pequena, produz uma melhora
substancial na performance das vélvulas do tipo borboleta. Como con-
sequéncia, uma das maiores empresas fabricantes de préteses cardiacas,
a St. Jude Medical, decidin explorar esta nova concepcio de folhetos
curvos, levando Peskin e McQueen a patentearem esta idéia.

Mais tarde, entre os finais dos anos 80 e 90, Peskin e McQueen con-
centraram um grande esforco no desenvolvimento de um modelo tridi-
mensional do coragcdo completo [26], [25]. Este modelo inclui diversas
estruturas cardiacas obtidas diretamente por intermédio de modelagem
matemdtica [24], [18], [23]. Até ha alguns anos atrds, uma simulacio
deste modelo tridimensional levava cerca de uma semana mum Cray C-
90, no Centro de Supercomputacado de Pittsburgh. Com a paralelizacio
e o aprimoramento do cédigo, atualmente, ela leva menos de um dia,
estando o modelo muito perto de ser utilizado com diversas finalidades
praticas tais como o estudo de ataques cardiacos, o desenvolvimento de
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Figura 6: Diversos modelos bidimensionais do lado esquerdo do coracao
empregados por Peskin na década de 70 - {a) - e por Peskin e McQueen
na década de 80 - (b), {c) e (d).

marca-passos, de defibriladores e, é claro, de préteses cardiacas.

Um outro problema em hemodinimica, bem menos explorado do
ponto de vista de simulagio numérica, é o estudo da performance dos
Dispositivos de Assiténcia Ventricular (DAV’s). Este é um problema
em bioengenharia que tem um alto impacto social, onde o Método da
Fronteira Imersa podera vir a ser utilizado com sucesso.

DAV’s sao empregados para manter em niveis apropriados a pressao
e o fluxo sangiiineos, auxiliando a circulagdo sangiliinea durante o ciclo
cardiaco. Alguns deles, os DAV’s paracorpéreos, podem auxiliar um ou
ambos os ventriculos por semanas, meses e, outros, até mesmo por anos!
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Isto explica o uso crescente destes dispositivos como opgdo terapéutica
para pacientes na fila de espera de transplantes cardiacos [10].

Um DAV paracorpéreo baseado numa membrana livre movimentada
por um mecanismo pneumético fol desenvolvido pelo Instituto do Co-
racio (InCor), da Faculdade de Medicina da Universidade de Sao Paulo.
Ele é composto por uma unidede de bombeamento, Figura 7-(a), e por
uma unidade de propulsio e de controle {ndo mostrada).

4 N

Figura 7: DAV do InCor, FM-USP: (a) unidade de bombeamento e (b)
implantado.

Fabricado em resina epoxi, o corpo rigido da unidade de bombea-
mento pode ser dividido em duas metades. Uma membrana de poliure-
tano separa estas duas metades, compondo as cdmaras pneumatica e
sangiifnea. Desta forma, cada cidmara tem dois lados: um, a membrana
de poliuretano, e outro, o corpo de resina epoxi. A cAmara sangiiinea
tem duas aberturas, uma para a entrada e outra para a saida de sangue,
nas quais anéis estdo colocados. Estes anéis servem como base para
fixacio de vélvulas de pericdrdio bovino. A cdmara pneumdtica possui
apenas uma abertura utilizada pela unidade de propulsao e de controle,
a qual fornece ondas de ar comprimido. Mais detalhes sobre o desenho, a
confeccdo e o procedimento de teste, podem ser encontrados no trabalho
de Oshiro e colaboradores em [19].

Como se observa na Figura 7-(b), a unidade de bombeamento do
DAV é conectada ao coraciio do paciente por tubos flexiveis. Algumas
questdes importantes podem ser levantadas quanto & biofluido dinémica
deste problema [1]:
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1. Em termos de formato, qual seria o mais apropriado para
a se¢do transversal dos tubos? Em particular, seria a circular
a melhor? Se néo o for, estaria ela prézima da melhor?

2. Ezxistem gquoisquer vaniagens no uso de estreitamentos nos
tubos? De gque tipo? Onde eles deveriam ser posicionados?

Este problema, em trés dimensoes, é bastante complexo e dificil de
ser abordado diretamente. Empregando uma se¢ao longitudinal, Remi-
gio e Roma [29] realizaram um estudo preliminar em duas dimensdes,
assumindo que o tubo flexivel esteja completamente apoiado sobre um
inico plano. Para este estudo, o modelo matemético visto para o Método
da Fronteira Imersa, (11)-(15), foi alterado introduzindo-se uma fonte
e um sumidouro, elementos utilizados para descrever as condigtes de
entrada e de saida de fluido no dominio elistico (Figura 8).

”

sumidouro

Figura 8: Introducao de uma fonte e de um sumidouro.

A versio bidimensional do problema, de um ponto de vista mals
amplo, pode ser entendida como sendo ¢ estudo de um escoamento in-
compressivel ao longo de um canal arbitrdrio com paredes flexiveis. A
incorporacio de fontes e de sumidouros no modelo matemédtico é feita
por intermédio da equagao de continuidade, (12), que ao invés de ser
escrita como V - u = (}, passa a ser escrita como

Veu = Pl i) = di(e) ald), (27)
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onde 41 {z) é uma funcio que especifica a distribuigéo espacial da fonte
e do sumidouro, e g;(t} € o fluxo de fluido injetado e removido. Note
que, para preservar a incompressibilidade no dominio € necessario que
se tenha [, ¢1(x)dz = 0.

Com o intuito de capturar a agio dos pontos do tubo que estao fora
do plano de estudo sobre os pontos da se¢io longitudinal, Remigio e
Roma modelaram a forca eldstica como sendo um tipo de “for¢a restau-
radora” a qual obedece a Lei de Hooke

F(s,t) = —-K(X(51) -~ X{s,0)), (28)

onde K ¢ a constante eldstica e X (5,0} é a posicdo de equilibrio que se
deseja (por conveniéncia, a configuragio geométrica inicial). Note que
(28) deve ser empregada no lugar de (14) com o intuito de preservar,
até certo ponto, os efeitos tridimensionais. O tipo de forca adotado,
faz com gue um ponto da fronteira imersa que estd fora da posicio
desejada de equilibrio, para ela retorne. Detalhes sobre a introdugio
de fontes e de sumidouros no Método da Fronteira Imersa, incluindo
as alteracbes no método computacional, podem ser encontrados para
diferentes aplicagdes nos trabalhos de Peskin [22], Rosar [32], Arthurs e
colaboradores [2], e Remigio e Roma [29).

Para concluir, é interessante mencionar que ¢ método tem encontra-
do um vasto campo de aplicagbes também fora da drea de hemodindmica.
Como exemplos, é possivel mencionar o agregamento e a adesdo de pla-
quetas durante a coagulagio sangiliinea [13], a locomogio de animais
aqudticos [12], [11], [9], a fluido dindmica do ouvido interno (8}, o escoa-
mento tridimensional em tubos colapsaveis [32], o escoamento ao redor
de cilindros [14] e 0 escoamento em arteriolas, incluide modelos de trans-
porte de massa [2].

6 Conclusao

Com base na quantidade e na variedade de problemas aos quais ele se
aplica, abrangendo desde problemas em hemodinidmica a problemas em
locomogao de microrganismos, é possivel dizer que o Método da Fron-
teira Imersa é um método robusto e bastante geral. Foram vistos aqui
a origem, o modelo matemdtico e 0 método computacional que formam
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as bases deste método, algumas dificuldades em utilizé-lo e idéias alter-
nativas para implementd-lo. \

As equag0es que descrevem a interaco entre um Huido incompressivel
e uma fronteira eldstica nele imersa, expostas em detalhes, constituem
o nicleo do modelo matematico. Elas sfo formadas pelas equacbes de
Navier-Stokes as quais um termo for¢ante singular, oriundo na fronteira
eldstica, é introduzido na equagio da conservagdo do momento linear.
As equaches restantes do modelo vém da imposicdo da aderéncia entre o
fluido e a fronteira imersa, fazendo com que esta se movimente com a ve-
locidade local do fluido. Uma possivel discretizagio para estas equacdes
é apresentada empregando um esquema numérico explicito no cédlculo
das forcas eldsticas.

Dentre as dificuldades mais marcantes na utilizacdo do método en-
contram-se os problemas de estabilidade e de precisdo numéricas. VArias
formulagoes implicitas que procuram amenizar esse problema. foram co-
mentadas. No caso especifico da precisdo numérica, uma versio adapta-
tiva que emprega um esquema do tipo implicito e discretizacio espacial
em malhas compostas foi descrita. Diversas referéncias bibliograficas
foram incluidas.

Em termos de aplicagées, foi dada atengéo especial & hemodindmica,
em particular & modelagem matemdtica do lado esquerdo do coracgio e
de sua interacio com o escoamento sangiineo, tendo sido esta a mo-
tivagdo cientifica que levou & introdugdo do método hd quase trinta
anos atras. Dentre outras possibilidades, os modelos do coragio po-
dem ser empregados no estudo do movimento das vélvulas cardiacas,
tanto naturais quanto artificiais, e no estudo de diversas cardiopatias
como, por exemplo, as causas e as conseqiiéncias de ataques cardiacos.
Ainda em hemodindmica, apontou-se também seu uso como uma opgao
no estudo da performance de Dispositivos de Assisténcia Ventricular
(DAV’s), um problema em bioengenharia de impacto social bastante
grande. Neste caso, uma abordagem bidimensional simplificada foi apre-
sentada para o estudo do escoamento em tubos flexiveis, incluindo as
alteracdes necessirias ao método para que condicdes de entrada e de
saida de fluido sejam incorporadas ao modelo matemitico.

Finalizando, sdo muitas as frentes nas quais se pode atuar e se con-
tribuir efetivamente na 4rea de simula¢io numérica de problemas en-
volvendo a interacdo fluido-estrutura: na modelagem matematica, no
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desenvolvimento de algoritmos eficientes, na implementacdo computa-
cional, na analise numérica e nas aplicacdes. Em se tratando do Método
da Fronteira Imersa, estas frentes se abrem num vasto e convidativo
leque de possibilidades.
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