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Solitons:
Na Crista da Onda por
mais de 100 Anos.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma ligeira introducéo & teoria
dos sélitons com énfase em suas conexdes com outros ramos da
Ciéncia, que vao desde as dreas chamadas puras, tais como ge-
ometria simplética, geometria algébrica e teoria de operadores até
aplicacdes em telecomunicagdes, mecénica de fluidos e biofisica.

1 A Descoberta das Ondas Solitarias.

“Iste é um fendémeno belissimo e extraordindrio: quando o
vi pela primeira vez foi o dia mais feliz de minha vida. Nun-
ca, ninguém tinha tido a sorte de observa-lo antes, ou, pelo
menos, entender seu significado. Hoje em dia é conhecido
como onde solitdria de translagdo. Ninguém até entio tinha
imaginado uma onda solitdria como algo possivel. (..) E
isto que uma elevaciio de dgua faz: ela nio permanece onde
estd, mas viaja a grande distincia.”

Com estas palavras John Scott Russel, engenheiro naval britdnico,
descreve os seus sentimentos ao descobrir a onda solitdria, vinte anos
antes. Naquele dia, em 1834, Russel observava uma barcacga sendo pu-
xada por dois cavalos, um em cada margem do canal de Eddinburgh-
Glasgow, quando, de repente, a embarcacio parou. A massa d’4gua
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Figura 1: John Scott Russel: Russel morreu em 1882 sem poder
ver a dedugfo tedrica para a onda solitdria, que ele mesmo havia des-
coberto. Tal explicagio sé foi possivel com o trabalho de D. J. Kor-
teweg e G. de Vries, publicado em 1895. Foto disponivel em
http://www.ma.hw.ac.uk/~chris/scott_russell. html

que esta arrastava, no entanto, continuou, foi perseguida a galope, com
velocidade constante de cerca de quinze quildmetros por hora, por mais
de trés quildmetros.

O interesse de Russel nesta estranha onda que nio se deformara
por uma razodvel distdncia nao se esgotou neste dia: fez uma série de
experimentos, descobrinde como as produzir “em série”: acumulando
agua em uma extremidade de um canal raso separada por um anteparo
e, de repente, retirando este anteparo. A massa d’'dgua excedente se
propaga em uma “meia-onda” {pois s6 hd propagacio acima da linha de
repouso do canal) sem se deformar (veja a Figura 2).

Com uma série de experimentos, descobriu também uma interessante
relacdo entre a altura da onda ¢ (em relagdo ao nivel de repouso da
dgua}, chamada de amplitude, em um canal de profundidade h, e sua
velocidade de propagacao c:

02=g(h+a),

onde g é a acelera¢io da gravidade.
Esta equagdo provocou certa disputa, pois estava em coniradicio
a uma outra encontrada por argumentos puramente tedricos por Airy.
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Figura 2: Fabricando ondas solitdrias em série: O procedimento
usado por Scott Russel para fabricar ondas solitdrias em série consistia
em acumular uma massa d'dgua em um tangue, usando para isto um
anteparo. Subitamente o anteparo é retirado e a massa excedente se
propaga sem distorgdes.

Assim Lord Rayleigh e Boussinesq tentaram resolver de uma vez por
todas o problema, o que sé veto a ocorrer, de fato, em 1895 com o
trabalho de Korteweg e de Vries [1].

2 A Equacao de Korteweg-de Vries.

A KdV, gue recebe este nome.em homenagem a seu par de descobridores,
¢ uma das mais importantes equagbes da teoria de sistemas integraveis
(junto com a equagdo de Schrodinger nio-linear). Originalmente foi es-
crita para modelar a propagacio de uma onda longa (amplitude muito
menor que seu comprimento - entenda-se, por ora, comprimento de uma
onda como sua extensio na dire¢io de propagacio) em um canal raso
(comprimento do canal muito maior que profundidade). Para uma de-
ducdo detalhada remetemos o leitor as referéncias [2].

Em breves linhas, 0 que a dupla de pesquisadores holandeses, Kor-
teweg e de Vries, fez foi tomar a equagdo basica de dindmica de fluidos, a
equagio de Navier-Stokes, e considerar uma expansao perturbativa para
a propagacdo de uma onda com as caracteristicas descritas acima. Em
primeira, aproximagio encontra-se uma equagio de onda unidirecional
onde todas as perturbacgdes se- propagam com velocidade constante e

igual a cp = +/gh.
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Figura 3: Fabricando um séliton: Em 12 de julho de 1995, ci-
entistas presentes em uma conferéncia sobre sistemas nfo-lineares em
Fisica e Biologia homenagearam Scott Russel fabricando um séliton
em um canal proximo a Eddinburgo, hoje batizado em sua home-
nagem (http://www.ma.hw.ac.uk/solitons/press.html). Foto cortesia de
Dugald Duncan e da Herriot- Wait University.

Em segunda aproximacio, em um referencial que se move paralelo 3
propagacao da onda, com velocidade ¢q, a equacio encontrada é

Ou 3¢y Bu  cph* Bu _
5" 3n et e e
onde u é a elevagao da dgua. E importante notar que z (posigdo) e ¢
(tempo) nio sdo medidos por um observador estaciondrio, mas sim por
um cbservador em movimento. ,

Adotando a convengio de sub-indices para denotar derivadas parciais
e fazendo as transformagbes z — az, t — St e u = Au podemos ver que
os coeficientes que acompanham cada um dos termos da equagio acima
podem ser escolhidos arbitrariamente. Por conveniéncia, reescrevemos
a equacio de forma que

U — Buty + Uggr = 0 . (KdV)

A partir de agora, a esta equagio chamaremos de KdV.
A KdV é uma equagio com grandes caracteristicas de universalidade,
ou seja, aparece em muitos contextos distintos. De fato, ela passou muito




45

tempoe ignorada, até que Fermi, Pasta e Ulam, estudando os modos de
propagacio de ondas em redes cristalinas com acoplafnento fracamente
ndo-linear, a redescobriram [3]. Aparece também em teoria de espalha-
mento quéntico e no estudo de fluxos de Toda {4]. Esta ubiqiiidade se
deve a uma caracteristica: a KdV é, em um certo sentido, a equacdo
mais elementar que inclui efeitos n3o-lineares e dispersivos. Falaremos
sobre isto nos prdximos pardgrafos.

A equagao de onda mais simples que existe é dada por u; + cuy = 0,
onde ¢ é uma constante (identificada como a velocidade). Ela descreve a
propagagao de uma perturbagio u(z,t) apés um tempo ¢ em um ponto
z da reta. O leitor pode verificar que a sua solugdo é dada por u(z,t) =
F{z —ct) onde F é uma func¢io que descreve a perturbacio em ¢ = (. A
presenca do termo x — ct indica uma translacio para a direita do perfil
descrito por I com uma velocidade ¢, como pode ser visto na Figura 4.
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Figura 4: (a) Evolugdo no tempo de uma onda unidirecional com ve-
locidade de propagacao ¢. (b) Grifico de cos(kz — wt). Para ¢ fixo a
distancia entre dois picos sucessivos chama-se comprimento de onda X
enquanto para z fixo o intervalo de tempo entre dois picos sucessivos
é o periodo T'. Estes se relacionam com o namero de onda k e com a
freqiiéncie angular w por A =27/k e T = 27 jw.

Um dos grandes avancos do século XIX foi o aparecimento da andlise
de Fourier. A ideia bédsica é a decomposi¢ao de funcdes arbitrrias como
a superposigao de senos e co-senos ou, mais geralmente, de exponenciais
complexas. A andlise de Fourier, cujo desenvolvimento tedrico sé se
completou no século XX, se mostrou instrumental no estudo de sinais e
da propagacao de ondas, bem como no estudo de equacdes diferenciais
lineares.

Consideremos novamente a equacio u; + cuy = 0. A ideia é buscar
solugoes da forma Aexpi(kz — wt). A interpretacio de uma solugio
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desta forma é que para cada z fixo temos uma oscilagido harmdnica com
periodo T = 2w/w. Para cada tempo fixo, temos uma perturbagio
periédica que se repete apds um deslocamento de A = 27 /k. A grandeza
) é chamada de comprimento de onda. Na Figura 4 mostramos a parte
real de expi(kz — wt).

Quando exigimos que expi(kz — wt) seja solugho de up + cug = 0
obtemos a relagio ¢ = w/k = A/T que nos relaciona a freqiiéncia das
oscilacbes espaciais com as temporais. A possibilidade de usar funcoes
da forma expi(kz — wt) para estudar equagdes lineares mais complexas,
ou mesmo equacdes nio-lineares, foi um grande avanco tanto tedrico
como pratico. Por exemplo, se considerarmos uma equagao da forma

Ut + cug + Pgge = 0,
ao substituirmos u = expi(kz — wt) obtemos
w=ck — k3.

Agora, diferente do caso f = 0, temos que harmdnicos de diferentes
freqiiéncias se propagam com velocidades distintas. Isto dd origem a
uma certa distorgio do sinal que nos lembra bastante ligagoes de algumas
companhias telefonicas. Quando g = 0 retornamos & equagao da onda.
Ao fenémeno de propagacio de freqliéncias distintas com velocidades
distintas chamamos de dispersdo. A relacio entre w e k, tal como na
equacdo acima, ¢ chamada de relagdo de dispersao.

Considerando novamente a equagio u; + cuz = 0, a maneira mais
simples de incluirmos um termo nao-linear é considerar a velocidade
¢ como uma funcio de u. Portanto o exemplo mais simples de uma
equagio nio-linear é dado, apds uma mudanca de escalas, por u; +
wug = 0. Esta equacio é chamada equacio de Burgers. Uma das suas
caracteristicas notéveis é a presenca de choque, ou mais formalmente,
a perda de continuidade da solugdo apés algum tempo. Neste caso, para
que o conceito de derivada ainda faga sentido, temos que trabalhar com
solugdes fracas da equacdo, ou seja, com distribuicdes.

O choque se dé pelo seguinte simples motivo: dada uma condicao
inicial arbitrdria, olhando a equagio de evolugdo e comparando-a com
a equacdo de onda vemos que a velocidade com que a onda se propaga
é proporcional & sua altura, ou seja, ao valor de u. Assim a crista se
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propaga mais rapido, inclinando a perturbagdo na diregio de propagacao
até que a onda “quebra”, tal qual uma onda do mar.

Desta forma os efeitos da dispersdo e da nao-linearidade sfo, em certo
sentido, opostos. Enquando a dispersdo tende a atenuar a oscilacio, a
nao-linearidade tende a torna-la mais abrupta. A KdV inclui ambos
os efeitos, o que pode ser facilmente verificado olhando cada um de
seus termos. Isto explica nossa afirmacgio que ela é a equagdo mais
simples que inclui estes dois efeitos. Para o problema de valor inicial {ou
seja, fixando u(xz,0) = ug(z}) a equacio pode ser estudada e resolvida,
pelo menos em principio, por um método conhecido como GGKM (em
homenagem a Gardner, Greene, Kruskal e Miura) que posteriomente
deu origem & transformagio de espathamento inverso [5].

3 Sélitons.

A palavra séliton foi cunhada por M. Kruskal ao estudar solucdes pe-
riddicas da KdV. Com este termo fundiu-se o conceito de onda solitiria
com a terminacio on, radical designando particula (tal como elétron,
foton etc). Muitas defini¢Ges rigorosas podem ser formuladas; no con-
texto deste artigo definiremos séliton como a solu¢io de uma equacio
diferencial parcial nio-linear que goze das seguintes propriedades:

e representa uma onda de forma permanente, ou seja, ¢ da forma
f(z — ct), onde ¢ é uma constante real;

» ¢ localizada, ou seja, f(£) — 0, assim como todas suas derivadas,
quando £ — toc;

o mantém sua identidade mesmo apds interagao com outros sélitons
(e neste sentido tem um comportamento de particula, como sugere
seu nome),

Podemos entdo comecar a procurar sélitons na KdV. Suponha v =
f(z — ct) e aplique na equacio:

—cf —6ff + /" =0.
Integrando (e lembrando das condigdes de contorno em infinito) obtemos

—cf - 3f*+ " =0.
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Podemos multiplicar ambos os lados por f' e integrar novamente, ob-
tendo: '

(2= 2f + o),

que pode ser resolvida na forma

flo—ct) = —%sechz {-\é—é(m — et — wo}l ,

onde zp é uma constante de integracio arbitrdria (que pode ser ignora-
da). O sinal negativo se deve & escolha da direcao positiva do eixo (veja
Figura 5}.

— )

Figura 5: Evolucio no tempo de um séliton: Neste grafico o eixo
do tempo estd apontando para dentro do papel, o eixo horizontal indica,
a varidvel  enquanto o eixo vertical ¢ igual a — f. Perceba que a medida
que o tempo passa o séliton nao se deforma.

I f4cil verificar que esta fungao obedece s duas primeiras exigéncias
para ganhar o nome de séliton; para a terceira, a demonstracao deve
esperar a proxima secao.

Uma importante propriedade da solugdo acima ¢ que a amplitude
da onda e sua velocidade estéo diretamente relacionadas! (Fica como
exercicio para o leitor tentar entender a aparente diferenga entre esta
férmula e aquela apresentada no inicio do texto, obtida empiricamente
por Russel.) Assim ondas maiores se propagam mais rdpido. Além disto
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ondas maiores s&o malis localizadas, isto é, a regido onde ela é significativa
¢ mais estreita.

Caso nao houvéssemos imposto condigoes de decaimento no infinito,
ao integrar a KdV, obteriamos como solugio fungdes elipticas, e ime-
diatamente nos depararfamos com um aspecto fascinante da teoria de
sistemas integraveis, a saber, sua conexdo com geometria algébrica [6].

O espanto com o fato da KdV possuir solugées que mantém sua
forma ao longo do tempo pode ser superado pensando no efeito de cada
um dos termos. O termo thge,, COmo vimos, ¢ wn termo dispersivo que
portanto tende a fazer desaparecer a solugio. Ja o termo nao-linear utg,
tende a criar choques. A KdV consegue compatibilizar estes dois efeitos
de forma a ter solugbes estdveis. Apesar do tratamento apresentado
aqui ser extremamente intuitivo, podemos tornar as afirmagdes rigorosas
com ferramentas mais sofisticadas de andlise de Fourier. O leitor pode
consultar, para uma introducgio 4 andlise de Fourier aplicada 4s equacdes
diferenciais parciais lineares o excelente texto [7]. Para as referéncias as
diversas afirmacoes heuristicas, ver [8, 9, 10].

4 Interacao de Dois Sdlitons.

Como um géliton é um fendmeno localizado pode-se produzir um, esperar
um certo tempo para que ele se distancie e em seguida produzir outro,
maior em amphlitude e portanto mais rdpido. Apoés uma pequena espera
o segundo ird alcangar o primeiro e eles irdo interagir. Como a KdV é
uma equacac nao-linear, é muito longe do trivial prever como serd esta
interacao.

Uma das caracteristicas basicas de uma equacio linear é a obediéncia
ao principio de superposicao, isto &, se ¢ e ¢ s80 soluches, qualguer
combinacdo linear da forma a¢; + B¢ também € solugdo. De fato, é
esta propriedade que caracteriza uma equacdo L¢ = 0 como linear, ou,
por extensio, o préprio operador £ como linear. :

Isto ndo ocorre na KdV, ou seja, ela nao € linear ¢ portanto suas
solugbes nido obedecem ao principic de superposicdo. Surpreendente-
mente vale, no entanto, um principio de “superposicio aproximado”.
De maneira mais precisa, os dois sdlitons descritos acima interagem e
posteriormente se separam sem alterar sua forma. A nica mudanca é
uma ligeira alteragfio da posicio gue cada um deles teria apds o mesmo
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tempo caso ndo houvesse interagdo. A isto chamamos de “mudanca de
fase”. Veja Figura 6. h

9

/
)

Figura 6: Interferéncia entre dois sélitons: Dois sélitons evoluindo
no tempo (que é o eixo que “entra” no papel). Perceba como o sdliton
maior é também o mais rapido e que apds a interferéncia ambos retornam
4 sua forma de origem, apenas com uma pequena alteracdo da fase. Por
conveniéneia o eixo u negativo foi colocado para cima.

Veremos todas as afirmacdes acima com um pouco mais de cuidado
estudando a solugdo de dois sélitons, Para isto reescrevemos a solugio
de um séliton (adotando o sub-indice 1 para designar o primeiro séliton
produzido)

uy(z,1) = =282 log(1 + eVei(E—ait)y
e igualmente para o segundo séliton (eventualmente incluindo uma fase
d).

Com algum esfor¢o pode-se provar que
u=—-202log ¢,
com

¢($:t) = 1+ _1_8\/E(ﬂ:—c1t) + Le\@(x—czt-i-é) +
€1

- A Ve

2
Ve — \/a 1 eV (@—c1t)+y/e2(z—cat-+d)
Ve +4/c ] Welc
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é solucdo da KdV. .

A primeira observagio importante é que caso ¢; = ¢y, ou seja os
solitons sejam idénticos em tamanho (e portanto em velocidade), o
dltimo termo, o termo de interferéncia, desaparece. Isto é esperado
pois nao havendo movimento relativo nio hé porque mudar a forma de
cada um dos sélitons.

Para vermos como a solugdo acima obedece & terceira propriedade
que define um séliton devemos estudar o comportamento deste tltimo
termo. Suponha que estejamos nos movimentando junto a um dos dois
s6litons, por exemplo o primeiro (isto é, estamos em um referencial que
se move & direita com velocidade ¢1). Neste caso o termo z — ¢ tem
valor constante e finito. A medida que o tempo passa, o termo z —
¢zt, no entanto, tende a menos infinito pois, neste referencial ele vale
(€1 — c2)t e como supomos ¢z > ¢; a exponencial deste valor tende a
zero. O mesmo acontece com o terceiro termo (associado ao segundo
soliton). Assim vemos que o primeiro séliton se separa do segundo em
tempo suficientemente grande. Claro que o mesmo acontece com o outro
soliton, de forma que eles se separam depois de algum tempo e cada um
segue seu caminho.

A mudanca relevante é que a fase § inicialmente pertencente ao se-
gundo séliton passa a aparecer na solugao de cada um deles isoladamente.
Assim a tinica alteracio do ponto de vista prdtice no comportamento
dos sélitons apés a interagio é uma mudanca de fase.

5 Solucoes de N-sélitons.

Para estudar as solugdes de N-sélitons vamos definir uma nova, varidvel
apenas para suavizar a notacio

Assim a solugio de um séliton se escreve
u(z,t) = —2k%sech®(k(z — ct)) .

Para gerarmos um séliton associado a k = 1 devemos impor uma con-

(

Ve e e 1 e e e
digao inicial uo) = ~2sech?z. Para k =2 a condigilo inicial deve ser
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ugg) = —8sech?2z. A interferéncia destes dois sélitons, tal como visto na
secao anterior, é dada por

3 + 4cosh(2z — 8t) + cosh{4x — 64t)
icosh(3x — 36t) + 3cosh{z — 28¢)]2

u(zr,t) = —12

Em ¢t = 0 {onde a interferéncia destes dois sélitons é mdxima) esta
soluciio vale u(z,0) = —6sech?z. Ou seja, a amplitude da interferéncia
destes dois sdlitons nao é a simples soma das amplitudes de cada um
dos sélitons, o que seria caracteristica de uma interagao linear.

Mas o que chama a atencio é que em ambos os casos (para k = 1
e para a interferéncia k = 1 e k = 2) as condigbes iniciais sdo da forma
ug = —Csech’z. Um resultado importante é que caso C seja da for-
ma N(N + 1) onde N é um inteiro positivo entéio teremos uma solugao
de N-sélitons, ou seja, apds um certo tempo os vérios sélitons inicial-
mente superpostos se separam, sendo que estes sélitons sdo associados
avalores k =1,2,--., N. Neste caso a solucio de N-solitons representa
inteiramente a evolugdo daquela condicho inicial.

Caso C nao possa ser escrito desta forma entdo tomemos p o unico
nimero positivo tal que p(p+1) = C. Também aqui a condigao inicial se
divide em N sélitons associados a valores k = p— N, p—N+1,---,ponde
N é o maior inteiro menor que p. Neste caso, no entanto, os sélitons nao
esgotam as solugoes, a evoluglo temporal apresenta também algumas
oscilagoes conhecidas como “ripples”, ou, em portugués, “marolas”.

As condigfes iniciais da forma ugN)(a:) = —N(N + 1)sech’?z, que sio
as condigdes que geram evolugfo puramente solitdnicas, sao exatamente
0s potenciais que, ao serem colocados na equagio de Schrodinger, a
equagao bdsica da Mecanica Quéniica, ndo produzem reflexdo. Ou seja,
uma evolugio governada por

—02W(x,7) + u[()N)(z)lP(:z:, 7) =10, ¥ (z,7)

e sujeito a condigbes iniciais dada por uma onda ¥ vindo de menos in-
finito produz como resultado em tempo mais infinito apenas uma onda
caminhando para a direita. I5 importante ter em mente que o tempo da
equacao de Schrédinger 7 ndo tem nenhuma relagdo com o tempo t da
KdV, e por isto optou-se por uma diferente notagio. Solucdes da Kdv
com dependéncia explicita no tempo podem ser colocadas como poten-
cial da equacdo de Schrodinger e neste caso ¢ é apenas um pardmetro
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que classifica uma familia continua de potenciais. Em suma, nao ha
retro-espalhamento produzido pelo potencial ué ) Isto mostra uma im-
portante conexio entre teoria de espalhaments e teoria de sélitons. O
leitor que se interessar por este importante e atual topico deve consultar
as referéncias [11, 10].

QOutro tépico associado as solugdes de N-solitons sao as chamadas
transformacies de Darboux e de Bicklund. Estas sdo usadas para pro-
duzir de maneira recursiva solugdes de N-solitons da KdV (e de outras
equacOes) a partir da solugao de (N — 1)-séiifons. Estas duas trans-
formagdes aparecem em muitas outras situacdes na andlise aplicada As
equagbes diferenciais parciais. Solugdes de [V-solitons também podem
ser obtidas generalizando o procedimento da segio anterior; de fato isto
foi feito por Hirota {12].

6 Sistemas Integraveis.

Nas secbes anteriores estudamos as solugbes da KdV ou pelo menos
indicou-se como as construir. Nesta se¢io veremos como muitas pro-
priedades das solugdes da KdV podem ser obtidas apenas a partir do es-
tudo da expressio da equacio, ou seja, de suas propriedades algébricas.
De fato, o que faremos aqui é bastante geral, podendo ser aplicado a
virias equagdes, chamadas de sistemas integraveis.

Para comecar a estudar tais propriedades reescrevemos a KdV na
seguinte forma:

= (3'11,2 - umz)w

Integrando de menos infinito a infinito (estes limites de integragao serdo
omitidos mas o leitor deve ter em mente que eles estdo sempre presentes),
e lembrando que © — 0 (assim como todas as suas derivadas) em z —
+oo podemos escrever

d

= udm—/utdm—(?)u —Ugg)| e =0,

/ud:c=A1,

ou seja,

onde A;j é constante.
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A expressio acima é uma grandeza conservada, ou seja ao longo da
evolugdo ditada pela KAV [7idx, onde T = u, nio se altera. Fisica-
mente significa que a massa nio se altera, ou seja, temos uma expressao
para a conservacao da massa. Podemos comecar a procurar por ou-
tras grandezas conservadas, em particular associadas a outras entidades
fisicas.

Multiplicando a KdV por u, podemos reescrevé-la

x (KdV) = gt(; w?) + g (Uligy — %ug — 2% =0,
e portanto escrevendo 75 = u° temos que f Todz € constante, e temos
uma segunda lei de conservacio, esta associada a conservacio do mo- ;
mento.
Com um pouco mais de trabalho podemos obter uma terceira lei de B
conservagao, desta vez associada & energia: E

3u? x (KAV) + u, X %(Kd\/) =

0 1 g .9 1
= %5 —{u® 3 ul) + é—(—§u4 + 3 gy — Buul + Ugtpge — 3lzs

Assim obtemos Ty = v + 42 /2 e uma nova lei de conservacio, [ Tdz.
E importante notar que sempre que tivermos uma expressio da forma

ar 48X

T
e condigbes de contorno apropriadas, no caso X -+ 0 em z — oo,
teremos uma lei de conservagio, que pode ser escrita [ T'dz = constante.
A verificacio disto é deixada para o leitor.

Dado que em um problema fisico tipico as leis de conservacio apli-
cadas sdo exatamente aquelas associadas a massa, momento e energia,
poder-se-ia pensar, a primeira vista, que as trés leis enunciadas acima
esgotam as leis de conservagdo da KdV. No entanto, com muito esforco,
Miura, Gardner e Kruskal em 1968 [13] encontraram mais oito leis de
conservagao independentes, totalizando onze. Para surpresa de muitos
provou-se, em seguida, que a KdV possui um nGmero infinito de leis
de conservagio, e que, além disto, esta caracteristica é compartilhada
por um grande nimero de equagdes diferenciais (aquelas que recebem o
titulo de sistemas integraveis). I 0 que veremos agora.

2,)=0.

=0
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Para ver isto escreveremos a KdV de uma forma completamente dis-
tinta do que estdvamos fazendo. De fato, veremos qué\ uma equagio in-
tegravel nunca vem 86, mas acompanhada de “parentes”. Estes formam
umn conjunto infinito de equagdes diferenciais parciais que sfo generi-
camente chamados de hierarquia (ou, por vezes, familia). No caso em
questao construiremos a hierarquia da KdV e mostraremos como uma
série de propriedades desta pode ser obtida de uma inica vez, ndo apenas
para ela, mas também para todos seus parentes.

O método que empregaremos para consiruir a hierarquia da KdV
foi resuitado de longo desenvolvimento cujos detalhes fogem ao escopo
do presente artigo. A primeira vista pode parecer um pouco artificial e
excessivamente algébrico. Quanto a aparente artificialidade, esperamos
que isto, porém, estimule o leitor interessado a buscar mais detalhes na
bibliografia [14]. Quanto ao cardter algébrico, isto demonstra mais uma
vez a ligacao dos problemas aqui abordados com diversas dreas distintas
da Matemadtica.

Considere um operador diferencial linear {na varidvel x) de segunda
ordem. Genericamente escrevemos a2 + a8, + cy. Podemos nor-
malizar de forma a supor @y = 1. Além disto podemos fazer numa mu-
danca de varidvel a fim de cancelar o termo de primeira ordem. Isto é
intuitivamente equivalente ao que se faz inicialmente quando se deseja
resolver uma equagdo algébrica de grau n para cancelar o termo de gran
n — 1. Fica a cargo do leitor descobrir a transformagio exata que gera
tal simplificacéo.

Assim podemos considerar o operador £ = 82 +u como um operador
diferencial de segunda ordem geral. Vamos supor que a funcio « depende
também de ¢, onde ¢ é uma varidvel gue serd relevante adiante. Consi-
deraremos também a “raiz-quadrada” £/2 do operador £, ou seja, um
operador tal que £Y/2£Y? = £ Este operador nao serd, em geral, um
operador diferencial, mas um operador pseudo-diferencial. QOperadores
pseudo-diferenciais sdo aqueles que incluem no apenas expoentes in-
teiros positivos do operador de derivagio &;, mas também expoentes
inteiros negativos, tal como ;! ou 8,2 Estes sao definidos de maneira
puramente formal (ou seja, sem preocupacio em precisar o dominio de
defini¢iio subjacente), sendo suas propriedades mais importantes

mnoonr __ omin
oyay = o5 e
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0f =fo5 + (’f) f1o;7 =+ (‘;) s

onde m, n, k€Ze

(k) Ek—=1)-(k—4i+1)

1 il

E importante notar que, em geral, a série que define 9% f (escrita acima)
é infinita. Vamos agora caleular £1/2, Como £ é operador de segunda
ordem, sua raiz-quadrada é de primeira, loge podemos supor L2 =9, +
ag+a_1871+- Elevando ao guadrado e igualando a £ encontramos

1/2= E*’l_i‘i{*? -
£ =0, + 507 20

Podemos, agora, tomar poténcias deste operador (que para expoentes
impares serd pseudo-diferencial) e escrever

Py = L2,

onde |; indica que tomamos apenas a parte diferencial do operador.
Desta forma P = 8;, Po = L e Py = 8 + i;&ax -+ 3—2@. Finalmente
escrevemos

Ut = [Pﬂy E] )

onde {A,B] = AB — BA é o comutador de dois operadores. Para n =1
temos u; = [0y, 02 +u] = u, e portanto a equagio da onda unidirecional.
Para n = 2 o comutador é trivial. Para n = 3 temos 41y = Uppy + Busiy
que é exatamente a KdV (basta fazer uma transfomacao de varidveis
para retomar a forma que nos ¢ mais conhecida). Fazendo n varrer os
ndmeres naturais vamos encontrando virias equacdes e construimos a
hierarquia da KdV.

Para construir um nidmero infinito. de grandezas conservadas vamos
definir um operador, chamado residue, tal que o residuo de um operador
pseudo-diferencial é o coeficiente de seu termo de grau -1

res(adF + ) = a_q .

Nao é dificil provar que os funcionais da forma

Jo = fresﬁ”/2d:n
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sao grandezas conservadas para todos os elementos da hierarquia. Esta
demonstracao o leitor interessado pode obter na referéncia [14]. Deixa-
mos como exercicio provar que as primeiras grandezas conservadas sao
exatamente aquelas anteriormente encontradas.

Tal método pode ser generalizado para operadores £ de grau maior
que dois. Para cada grau obtemos uma diferente hierarquia. Para o grau
3, por exemplo, temos a hierarquia da Boussinesq. Usando métodos
algébricos mais abstratos, todas estas hierarquias podem ser conside-
radas como casos particulares de uma unica. Esta é conhecida como
hierarquia da equagao de Kadomtsev-Petviashvili, ou KP:

(1 — ULy + Ugpe)e + Uyy =0,

que é uma espécie de generalizagio bidimensional da KdV. Perceba que
se 1 nao depende de y e com condigdes de contorno apropriadas no
infinito, retomamos a KdV.

Para mais informacdes sobre a KP veja por exemplo [15] e referéncias
no mesmo. Muito sobre a KP pode ser encontrado no enderego URL:
http://amath.colorado.edu/appm/other/kp/kp himl.

Uma outra técnica, particularmente elegante devido a sua interpre-
tacio geométrica, que pode ser usada para a construgio da hierarquia
da KdV (a mesma hierarquia acimal) leva em consideragio as carac-
teristicas bi-hamiltonianas da equagio. Definimos colchetes de Poisson
em uma variedade M como uma aplicacdo bilinear

{7} C=(M) x CF(M) = OF(M)

onde C®(M) ¢ o conjunto de fungdes infinitamente diferencidveis em
M, que satisfaz as seguintes propriedades:

e {g,f} = —{f,g}, ou seja a aplicaclio é anti-simétrica;

» {fg,h} = f{g,h} + {[,h}g, ou seja {-,h} é uma derivagio (i. e,
obedece A regra de Leibniz});

o {f {g,h}} +{g.{h, f}} +{h,{f.9}} =0, que é conhecida como a
identidade de Jacobi.

A nocéo de colchete de Poisson foi fundamental no desenvolvimento
da Mecénica Classica e posteriormente da Mecénica Quéntica.
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Figura 7:  Solugdo bifdsica da KP: Solucio estacioniria
bifisica da KP, vista em perspectiva. Folo  cortesio  de
Ron  Flickinger e do Departamento de Matemdtica Aplica-
da da Universidade do Colorado, Boulder. Disponivel em

http://amath.colorado.edu/appm/other/kp/pictures/picture2a.gif

Figura 8: Sdliton na dgua: Formacao de soéliton bi-dimensionais
em  Agua rasa. Compare com a figura anterior. Foto de
T. Toedtemeier, cortesia de Ron Flickinger e do Departamento
de Matemdlica Aplicads do Universidade do Colorade, Boulder.
http://amath.colorado.edu/appm/other/kp/waterwaves/kpsoliton.jpg
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Dizemos que uma variedade ¢ bi-hamiltoniana quando esta possuir
dois colchetes de Poisson linearmente independentes tal que qualquer
combinacio linear destes deve ainda ser um colchete de Poisson. As
duas primeiras propriedades enumeradas acima s8¢ automaticamente
satisfeitas; no entanto a necessidade de obedecer 4 identidade de Jacobi
restringe em muito nossa capacidade de escolha dos colchetes.

Definimos agora dois colchetes: *

OF (686G

1 foF (/G 6 G

F e (& devem ser entendidos como funcionais de u da forma:
Flu] = /f(u,uz,um,- Yz .

A derivada ~ariacional 6 F'/du pode ser calculada por

éF _of , 9f 9 Of
du  Ou & Oug % Oy

Por exemplo, se Flu] = f(u? + ju2)dz entdo 6F/du = 3u? — uy,.

Os dois colchetes acima apresentados sdo compativels, o que deixa-
mos para ser verificado pelo leitor. F. Magri [16] observou que para se
construir uma hierarquia bi-hamiltoniana a partir destes dois colchetes
bastava encontrar uma seqiiéncia de fungdes tais que

{'=H0}0 =0 e {'7H'n}0 = {'an—l}l .

Esta seqiiéncia é obtida definindo

Hn = Z/hn+2d$

'O leitor atento notard que evitamos definir 4 variedade na qual est4 definido tal
colchete. Uma possivel variedade é dada pelo espaco de Schwarz. Esta variedade de
fato possui dimensio infinita ¢ deve ser entendida como nma estrutura de variedade
de Fréchet.
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onde
1 T
hy = g e fnt1 = *5((hn)z + E :hﬂ*ihi) '

Esta dltima recursio ao ser resolvida, nos dd hy = u/2, hy = —uy/4,

hy = (g5 — u?)/8 e dai por diante. Para H, encontramos 6Hay, /du = 0

para todo n e Hopyoy constitui wma hierarquia bi-hamiltoniana. Explici-

tamente: 0H_1/du = 1, §Hy/6u = —u/2 e dH3/0u = (—ugy + 3u?)/8.

Este processo € recursivo e pode ser repetido arbitrariamente.
Definindo a n-ésima equagao da hierarquia como

u = ~20,(5 )
temos para n = 1, uy = ug € paran = 3, duy = (Ugyye — buu, ), novamente
a KdV, exceto por uma mudanga na escala temporal.

A teoria de variedades bi-hamiltonianas e sua aplicacao as equacgdes
solitdnicas foi desenvolvida nos trabalhos de 1. Gelfand, I. Dorfmann,
F. Magri e colaboradores. Ela teve sua origem no trabalho seminal [17].
Para uma excelente introducao o leitor deve consultar [18].

7 Aplicagoes.

Além das ondas em canais rasos ja citadas, muitos outros sélitons podem
ser observados diretamente na natureza. Um exemplo particularmente
grandioso € o da pororoca, no Rio Amazonas, que ocorre quando, devido
a peculiaridades com a maré, a 4gua do mar invade o rio, se propagando
por alguns quildmetros foz a dentro. Esta onda tem grande estabili-
dade podendo, até mesmo, com algum grau de coragem, ser surfada. E
interessante notar que tal fendmeno ocorre em diversos lugares, sendo
conhecida em inglés como “bore” e em francés “mascaret”.

Ainda em dindmica de fluidos, sélitons podem aparecer em propa-
gacio de ondas em dguas profundas, que sao governadas pela equagio
de Benjamin-Omno

g + g + f = e edE =0,
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Figura 9: Pororoca do rio QQuiantang, Hangzhou, China:
A pororoca é um tipo de séliton, como pode ser observado nes-
ta foto. Basta ver o alinhamento da frente da onda. A incli-
nacao perto da borda (parte inferior da foto) é provavelmente devi-
da a uma reflexdo na margem. Perceba como a frente se mantém
retilinea mesmo apds a colisio. Foto cortesia de Dr. Eric Jones,
http://www.uq.edu:au/~e2hchans/pictures/hang01.jpg

onde a integral cortada indica o valor principal de Cauchy. Para re-
feréncias veja [10]. Para um exemplo dos interessantes problemas mate-
méticos associado & existéncia de tais solugbes veja [19].

Para produzir sélitons mecéinicos em laboratdrio, um modelo que
pode ser seguido é o de acoplar péndulos de tor¢do por molas. A equacgio
que governa este movimento é a equacdo de Sine-Gordon

U — Ugg + senu = 0

que também tem solugdes do tipo séliton. Veja [10]. Para ver uma in-
teressante animagao consulte o endereco URL:
http://homepages.tversu.ru/~s000154/collision/pendulum/pendulum.
html.

E importante observar que esta equacao aparece pela primeira vez a
partir do estudo das condigdes de compatibilidade entre as equagdes de
Gauss e Codazzi para a pseudo-esfera. Para referéncias e uma excep-
cional exposigdo sobre o tema consulte {20].
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Um exemplo em biofisica ¢ dado pela propagacao do pulso: a batida
do coragiio propaga-se podendo ser sentida a distdncia, no punho ou no
pescogo, por exemplo. Um modelo recente que vem sendo usado é o de
solitons [10].

Outro exemplo aparece em eletromagnetismo. A equago de Ginz-
burg-Landau, originalmente da teoria de supercondutividade,

Uy + Qg = bu + culuf?

também possui solugdes do tipo séliton [8].

Uma das equagdes mais usadas em fisica de particulas é a equacio de
campo de Yang-Mills (que ndo escreveremos aqui). Suas solugdes tipo
soliton representam particulas elementares. Veja por exemplo [8, 21, 22].

Outra drea onde aplicagbes da teoria de sélitons tém sido muito
proveitosas € na dptica nio-linear, regida pela equacgido de Schrodinger
nao-linear

U + U + ulPu =0,

que originalmente aparece em fisica de plasmas [10]. Em 1992 uma
equipe do Bell Labs conseguiu manter um pulso, ou seja, um sdliton,
por 15.000 quilémetros! Estes podem ser usado para comunicagao ultra-
ripida a distincia. Veja o URL http://www.att.com/press/0292/920206.
blb.html para esta e outras informacoes.

Muitas outras aplicagfes de sélitons tanto na Matemadtica e na Fisica,
quanto em outras dreas da Ciéncia, ou mesmo na indistria podem ser
encontradas. O leitor interessado certamente as achard seguindo as re-
feréncias.

8 Conclusoes.

Este artigo de divulgagdo comegou com uma descri¢gio histérica de 150
anos atras, a partir de uma observacdo feita por um engenheiro naval.
Mostrou-se como isto desenvolveu uma Matematica de primeira linha e,
mais importante, extremamente atual e produtiva.

Muito do desenvolvimento do estudo de sélitons foi feito por uma.
parceria implicita de fisicos, mateméaticos e engenheiros (e, mais recen-
temente, de bidlogos) e a cada dia esta interacio tem ficado mais intensa,
incluindo hoje em dia setores industriais de ponta.




63

Esta parceria implicita continua ativa, ndo apenas na teoria de sis-
temas integraveis, mas também em outras areas do conhecimento. A
moral da estdria é que devemos nos manter atentos s inter-conexoes en-
tre as diversas dreas do conhecimento pois das mesmas resultam avancos
cientificos surpreendentes.
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