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Plano Euclidiano
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1 Introducao

Problemas geométricos aparecem muito frequentemente como exercicios
em textos introdutdrios sobre indugdo matemética. Geralmente, o ob-
Jetivo principal é exercitar a demonstragdo por inducgio em si, e nio
desafiar a intuigfio geométrica sobre o problema em questio. H4 um
livro, porém, bastante tradicional em cursos de analise assintética de al-
goritmos computacionais, que traz, sem nenhuma indica¢io sobre a sua
dificuldade relativa, um exercicio que resiste & abordagem indutiva mais
comum e que, consequentemente, tem atormentado geracgtes de alunos,
ano apés ano. O exercicio 2.17 do livro do Manber [3] pede: Considere
n = 3 retas, em posi¢io geral, no plano Buclidiano. Prove que estas
retas formam, pelo menos, n—2 tridngulos. Este problema de aparéncia
mnocente tem uma histdéria bem interessante. Em 1889, Roberts [4] enun-
ciou a sentenca como teorema mas apresentou uma prova indutiva in-
correta. Oitenta e trés anos depois, essencialmente a mesma sentenca
apareceu ainda como uma copjectura numa monografia de Grinbaum
[2]. Segundo Felsner [1], a primeira solugio veio somente em 1979 em
[5], onde Shannon prova, por meio de dualidade geométrica, a sentenca
analoga para dimensdes arbitrarias: Todo arranjo de m hiperplanos em
E? contém, pelo menos, n — d faces simpliciais de dimensdo d.

Este artigo apresenta, na Secdo 2, trés conira-exemplos, e uma pe-
quena discussio, sobre a abordagem indutiva mais comum, poupando al-
gum trabalho, assim, a quem se dispuser a fazer o exercicio. Na Secao 3,
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ele apresenta uma interessante versdo simplificada da demonstragao da-
da em [1]. Naquele artigo, Felsner estuda o caso geral de arranjos de
pseudoretas no plano Euclidiano. Essa demonstragio, entretanto, assim
como a de [5], ndo é indutiva. Aos alunos, portanto, um aviso: conti-
nuem tentando uma demonstracdo indutiva.

2 Contra-exemplos

Um arranjo S de n retas no plano BEuclidiano estd em posigao geral,
se ndo h4 duas retas paralelas, nem trés retas que se interceptam num
mesmo ponto. Daqui para frente, todos os arranjos de que trata o artigo
estdo, por hipdtese, em posigio geral. O arranjo S induz uma parti¢do
do plano Euclidiano em faces, arestas e vértices'. As faces e arestas
podem ser limitadas ou ilimitadas®. O exercicio 2.17 em [3] pede que se
demonstre, indutivamente, que pelo menos n — 2 das faces limitadas sao
tridngulos.

A abordagem indutiva mais comum—e, em esséncia, a que foi tenta-
da em [4]—funciona assim. Todo arranjo de 3 retas forma 1 tridngulo.
Tomando isso como base da indugio, e assumindo por hipdtese que todo
arranjo de n — 1 retas forma pelo menos n — 3 tridngulos, o passo seria:
tome um arranjo gualquer S de n retas, retire uma reta ¢ qualquer ob-
tendo o arranjo &', aplique a hip6tese de inducdo em S’ e mostre que a
recolocagdo da reta £ “cria” um novo tridngulo. A reta £ cria um novo
tridgngulo se ela forma um tridgngulo, cortando uma face de S’ que ndo
é um tridngulo. Quando ¢ corta um tridngulo, ela forma, necessaria-
mente, outro tridingulo e um quadrildtero, de maneira que o niimero de
tridngulos nio se altera.

Essa abordagem é, quase sempre, a primeira na qual alguém insiste
porque parece mesimo que ndo existe um arranjo no qual existe uma reta
que ndo cria um tridngulo ao ser recolocada. A Figura 1, entretanto,
mostra um contra-exemplo, com 6 retas, para esse passo de indugao.

Para ndo restar divida, uma face é um conjunto de pontos conexo, que ndo
intercepta nenhuma das retas de §, e maximal. Uma aresta é um conjunto de pontos
conexo, contido em uma reta e que ndo intercepta nenhuma outra reta, e thaximal.
Um vértice é um conjunto de pontos conexo, contido em mais de uma reta, e maximal.

Uma face é limitada se existe uma bola aberta de raio finito que a contém. O
mesmo vale para arestas.
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Na Figura 1, a reta £ nio cria um tridngulo ao ser recolocada no
arranjo, mas todas as outras retas criam. As duas préximas secdes
apresentam variacoes dessa abordagem onde, no passo de inducio, tenta-
se retirar, ndo uma reta qualquer, mas uma que satisfaga uma dada
propriedade que garante que ela cria um tridingulo ao ser recolocada.

Figura I: Um contra-exemplo para a abordagem mais comum

2.1 Retas externas

Se uma aresta e, adjacente a wma face ilimitada, é também adjacente
a um tridngulo ¢, entdo, a reta suporte de e cria ¢ ao ser recolocada.
Denota-se uma reta com esta propriedade de reta ezterna. Na Figura 1,
as retas 1, 2 e 3 s30 externas, e as outras nio. Se todo arranjo contivesse
40 menos uimna reta externa, bastaria tomar a reta £, do passo de inducio,
como sendo uma das retas externas. A Figura 2 mostra um contra-
exemplo onde nao ha retas externas.
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Figura 2: Um contra-exemplo para retas externas

2.2 DBorboletas

Um vértice de um arranjo § pode ser adjacente a dois tridngulos. Neste
caso, os triingulos formam uma borboleta e as duas retas que se inter-
ceptam no vértice comum aos dois tridngulos sio as retas suporte da
borboleta. Na Figura 1 hé uma borboleta com suporte nas retas 1 e 2,
e cutra com suporte em 4 e 5,

Como o arranjo § estd em posigdo geral, uma aresta nio pode ser
adjacente a dois tridngulos. Essa propriedade pode ser usada para
mostrar facilmente que ambas as retas suporte de uma borboleta cri-
am um tridngulo ao serem recolocadas. Se todo arranjo contivesse ao
menos uma borboleta, bastaria tomar a reta £, do passo de inducio,
como sendo uma das retas suporte de uma das borboletas. A Figura 3
mostra um contra-exemplo onde nio hi borboletas.
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Figura 3: Um contra-exemplo para borboletas

2.3 Discussao

E interessante observar que os trés contra-exemplos apresentados aci-
ma sao mutuamente excludentes, no sentido de que nenhum serve como
contra-exemplo para as outras duas propriedades. No arranjo da Figu-
ra 3, por exemplo, ndo ha borboletas; mas h4 retas externas e toda reta
cria um tridngulo ao ser recolocada no arranjo. Essa observagio mostra,
por um lado, que de fato as trés propriedades sdo representativas do pon-
to de vista combinatorial, pois nenhiima implica outra; mas, por outro
lado, que nao pode ser descartada a possibilidade, por exemplo, de que
auséncia de borboletas implique presencga de retas externas. Portanto,
essa abordagem indutiva mais comum, de retirar e recolocar uma reta ¢,
poderia ainda ser salva por alguma outra propriedade, talvez mais sofisti-
cada, ou mesmo em se mostrando diretamente que todo arranjo possui
pelo menos uma reta que cria um tridngulo ao ser recolocada. Apenas
um arranjo no qual nenhume reta crie um tridngulo ao ser recolocada
poderia derrubar, como contra-exemplo definitivo, essa abordagem.
Para apreciar melhor a solugio da préxima secio, se o leitor nunca
tentou resolver esse exercicio, ele deve tentar antes de prosseguir.




120

3 Uma solugao com argumentos de contagem

A solugio que se segue é essencialmente a apresentada em [1]. Apenas
a interpretacdo sobre intersecdo de semiplanos, a subsequente demons-
tracdo do Lema 2 e a apresentacdo foram dadas pelo autor desse artigo,
por serem mais simples.

Dado um arranjo & de n retas, seja A o nimero de tridngulos,
o numero de arestas limitadas e F' o ndmero de faces limitadas em
S. A idéia é contar o numero de arestas limitadas de duas maneiras
diferentes, em funcio de n e em funcio de £ e A. Como S estd em
posicio geral, toda reta é interceptada por todas as outras n — 1 retas,
em vértices distintos. Assim, toda reta é particionada em n — 1 vértices,
2 arestas ilimitadas e n — 2 arestas limitadas. Portanto, em funcio de
n, vale £ = n{n — 2). Um exercicio simples de indugdo mostra que
F=(n-1)(n-2)/2. A préxima se¢io mostra que, em funcio de F ¢
A, vale B < 2F +A. Portanto, n(n—2) < {n—1)(n—2)+ A, e chega-se
ao resultado desejado, A > n — 2.

3.1 Contando em funcao de F'e A

A idéia é atribuir rétulos @ ou & a cada lado de cada aresta limitada
de &. Para isso, considere uma aresta limitada e qualquer de §. Seja f
uma das duas faces (limitada ou ndo) adjacentes a e. Seja k o nimero
de arestas adjacentes a f. Seja r{ a reta suporte de e, e ro,73, ..., 7
as retas suporte das arestas adjacentes a f, em sentido horiric, a par-
tir de e. Lembre que uma reta divide o plano Euclidiano, definindo
dois semiplanos. Agora, seja d; o semiplano, definido pela reta r;, que
contém a face f. Com isso, f é a interse¢do dos semiplanos do conjunto
{d1,da, ..., di}. Veja a Figura 4(a).

O rétulo de e, do lado de f, é @ se a interseciio dos semiplanos do
conjunto {ds,ds,..., dr} é ilimitada. Ou seja, quando se retira o semi-
plano d; do conjunto {dy,ds,...,dr}, a interse¢iio torna-se ilimitada. O
rétulo é © caso contrario. Na Figura 4(a), o rétulo de e do lado de f
serd @.

Lema 1 Toda aresta limitada de & tem um rétulo @ de um lado e um
rotule © do outro.
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(a) (b)

Figura 4: Rotulando as arestas limitadas de &

Prova A intersecio dos semiplanos do conjunto {da,ds,...,dg} é ili-
mitada se e somente se a intersecio de ro e ry estd contida no semiplano
dy. Como 7y € 7y, se interceptam em exatamente um dos lados de r1, 0
lema segue. ]

A Figura 4(b) mostra a rotulagéo completa do arranjo da Figura 4(a).
Pelo Lema 1, pode-se contar o nimero de arestas limitadas como:

E= Z(m’lmero de & na face f)
f

E ficil ver que todos os trés rétulos dentro de um tridngulo sdo @. O pulo
do gato é dado pelo préximo lema que mostra que o niimero mdximo de
rétulos @ dentro de qualquer face limitada, que ndo é um tridngulo, é
2. Portanto:

E= Z(nﬁmero de® na face f) < 2F + A
I

onde conta-se, no miximo, dois rétulos @ por face. O termo A conta o
terceiro rétulo @ que sobra dentro de cada tridngulo.
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Lema 2 Uma fuce limitada adjacente a k arestas, k > 4, possui no
mdzimo dois rétulos &. :

Prova Basta mostrar que quaisquer dois rétulos @ dentro da mesma
face t8m que ser adjacentes. O lema segue dai. Se o rétulo de uma
aresta € do lado da face f é @, entfo a intersecio dos semiplanos do
conjunto {d1, dz, dy} ¢ limitada, e contém a face f. Portanto, quando se
retira um semiplano d;, para 3 < ¢ < k — 1, do conjunto {d1,da, ..., di},
a intersecdo que resulta é limitada. Assim, os rétulos das arestas cor-
respondentes aos semiplanos ds, dy, ..., dr_1, do lado de f, tém que ser
todos ©. O
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