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A Projecao e seu Potencial

Rolci Cipolatti

E sabido que o operador de proje¢io sobre um convexo fechado de B®
{ou mais geralmente, um convexo fechado de um espago de Hilbert )
desempenha um papel importante na Matemdtica e nas suas aplicacdes.
E dele que queremos falar e dirigimo-nos em especial aos estudantes.

Se €' é um conjunto convexo, fechado e nio vazio de R, entdo, como
precisaremos adiante, podemos definir para cada = € R* a sua projecio
sobre C, que serd denotada por Po(z). Temos, assim, definida a funcio
Fg: R — R* — o Operador Projecio sobre C.

O objetivo desta nota é mostrar que podemos construir explicita-
mente uma funcdo J: R* — R — o Potencial da Projegio — que é
convexa, de classe C! e tal que

J(z) = Po(z), VYoeR".

Mais precisamente, se (z;y} denota o produto escalar usual de R®,
temos:

Teorema 1 Seja C' um congunto convezo, fechado e ndo vazio de B e
considere a funcdo J: B® — R definida por

T(@) 1= (5~ 3Pelz); Po(o)), 1)

onde Fo: R* — R® € a projecio sobre C. Entdo J ¢ funcdo conveza de
classe C! em R" e J' = Pp.




Antes de passarmos & prova do Teorema 1, sejamos mais precisos. A
proposi¢ao a seguir define a funco projecio e aponta algumas de suas
propriedades mais importantes.

Se z = (x1,%,---,%n) € R*, denotamos

el = v@a) = /7 + -+ 2k

Proposigdo 1 Seja C C B® um conjunto convezo, fechado € ndo vazio.
Entao:

(a) Para todo z € R™, existe um tnico y € C tal que

le -yl £ lz—zll, VzeC (2)

v = Pc(z) ¢é denominado a Projecio de & sobre C. Temos assim
definida o aplicagdo

Po:R* - R?
= Polz) (3)
(b) y=Peolz) <= (z-y;z2—y) <0,VzeC.
(c)} Pare todo z1,22 € R?, temos
| Po(z1) — Pe(za)ll* € (Pole1) — Polza); 1 — 22). (4)
Em particular, Po & fungdo Lipschitz-conlinue em R™,

Prova: Seja z € R*. Se z € C, entdo y = x satisfaz (2). Se z ¢ C, seja
xy € C e considere r = ||z — z1]| > 0. E claro que C; = B, (z) N C é
compacto e nao vazio. Como a fun¢io z + ||z — z|| é continua, existe
y € Cy tal que {|z—y|| < ||z—z||, Yz € C;. Por outro lado, se z € C\ G,
entio

o — 2l > llz — a1 2 lle — vl

e obtemos a desigualdade (2).
Seja z € C. Entao, para todo t € |0, 1] temos (1 —¢)y+fz € C e, em
particular, ||z — y||? < |lz — (1 — t)y — £2||?, o que implica

¢
(z—yiz—y) < <lly - 2%




Fazendo t —+ 07, obtemos a desigualdade em (b).
Para provar que y é iinico, suponhamos ¥, ¥2 satisfazendo (2). Entio

{z—yz—y) <0
(z—y2—1y2) <0 vz €. (5)

Substituindo z = y2 na primeira desigualdade de (5), # = y1 na
segunda € somando as duas, obtemos ||y} — y2|| £ 0, on y1 = ys.
Para provar (c), consideremos z1, 22 € B*. Entdo segue de (b) que

(ml—PC(EI)EPC{%)"PC(M)) <0, (6)
{2 — Pc(ze); Folz1) — Fol(za)y <0.

Somando as desigualdade em {6}, obtemos (c).
Para mostrar que Fp € Lipschitz-continua, basta aplicar a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz no lado direito de (4). O

Sabemos do Célculo Diferencial (veja [3]) que se f: R — R é de-
rivivel, entdo f é convexa se e somente se f' & fungio mondtona cres-
cente. Esta propriedade pode ser generalizada para fungdes f: R* -+ R
se considerarmos a extensdo apropriada do conceito de fungdo crescente
para funcdes vetoriais,

Defini¢ao 1 Uma funcdo g: " — R” £ dita mondtona positiva em E*
se

(9(z) — gyhz —y} >0, Va,yeR"

O proposigio seguinte (veja [2]) nos serd 1til para a prova do Teore-
ma 1.

Proposicio 2 Seja f: R® = R uma fungéo diferencidvel. Entdo [ é
conveza se e somente se g = f' é mondtona positiva (onde f'(xq) denota
o gradiente de f em xq).

Prova: Provemos iniclalmente a implicacio “=". Por hipdtese temos,
para t € [0,1],

F o +t{z1 — 39)) £ f(mo) +t(f(z1) - flza)),
Fmo + t(z1 — mo)) = fzo) +¢{f'(z0); 21 ~ z0) + €(¢(z1 — z0)),




onde

lime(—‘f)z(),éER”.

€0 [I£]

Subtraindo a segunda equagio da primeira, obtemos
t(f(z1) — flzo)) = t{f'(w0); 21 — z0) + e(t(z1 — q)).

Denotando por § = #(z1 -~ z0), ¢ > 0, temos apés divisio por t

@) = flan) 2 (Fleohim =) + (& or - a0l
Fazendo ¢ — 0, concluimos

Flz1) — flzo) 2 (f'{z0); 21 — o)

Mutatis mutandis,

flzo) = f(z1) = (F'{z1); 30 — 71)

e temos a conclusio.

Provemos a implicagdo contrdria “<”. Sabemos da Anilise Real
que se ¢: R — R é derivivel e ¢’ é crescente, ento ¢ é convexa. Sejam
z1,Z9 € R® e consideremos o(t) = f(mg + t{zr — :co)). Como f ¢
diferencidvel, segue da Regra da Cadeia que ¢'(t) = (f'(zo + t(z1 —
£0)); 1 — Zo). Provemos que ¢’ é crescente.

@' (t1) — ¢'(to) = (' (w0 + to(m1 — z0)) — F'(wo + t1 (1 — 20)); 21 — Tp)-

Como (339+t1(31 —.'L‘U)) - (.’L‘o +tg{z ~:r:o)) = (t1—t0}{z1 —=zg), podemos
escrever

(t1 = Lo} {¢'(tr) — &' (t0)) = {f'(z4,) ~ f'(2e); 2, — Tt ),

onde estamos denotando z; = zp + t(z; — z¢).

Como por hipétese f' & monétona, positiva, concluimos que ¢ é cres-
cente. Logo ¢ & convexa e ¢(t) < o(0) + #((1) — ©(0)) para todo
t € 10,1]. Portanto,

f@o + 8z — z0)) < flma) + t{f(z1) — flao))




para tode t €]0,1[. O

Prova do Teorema 1: Sejam zg ¢ h em R™. Entéo podemos escrever
J(mo + k) = J(zg) + (Folzo)i k) +e(h),

onde

(1) = 51IPolao)] — 21 Peleo + BIP + (@ + bs Poleo + h) ~ Po(ao)).

Como

| Pe(@o)|I* = Pelzo+h)I* = {Pelzo +Pc(ﬂ?u+h) Pe(zo)—Polzo+h)),

podemos escrever

E(h) = (.CC[) - PC(.’EQ); PC (330 + h) — PC(I[))) (7)
—31Pe(mo + h) — Po(zo)ll* + (h; Pe(zo + h) — Polzo))-
Considerando z1; = zp € 2 = xp + h na primeira desigualdade de
{6}, obtemos

(zg — Po(za); Po(zo -+ k) ~ Pel(ze)) < 0.

Logo
e(h) < (ks Pol(zo + h) — Pol(zo)).
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o 1tem (¢} da Propo-

sigao 1, obtemos e(h) < [ihl%.
Por outro lado, podemos escrever também que

e(h) = {zo+h — Pclzo + h); Polzo + R) — Po(zo))
+3||Pc(zo) — Polzo + R)|12

Usando a segunda designaldade de (6) (com os mesmos z; e zg definidos
acima), obtemos g(h) > 0.
Portanto, 0 < e(h) < ||h||?, Vh € B e concluimos que

J'(z0) = Polwo)- - (®)

A prova de que J é de classe C! decorre diretamente de (8) e do item
(¢) da Proposi¢ao 1.

A prova de que J é convexa decorre d1retamente da Proposicao 2 e
do item (¢) da Proposi¢io 1. O




Coroldrio 1 Sejo C um conjunto convezo, fechado e ndo vazio de B®
e considere a funcdo G: R® -+ R definida por

G(z) = 5lla ~ Po(z)|P.

Entdo G ¢ funcdo conveza de classe Cl em B* e G'(z) = z — Pe(z).

Prova: Como G(z) = L||z||? - J(z) e a fungdo f(z) := llzi? é de classe
C! com f'(z) = z para todo = € R", segue do Teorema 1 que G é de
classe C' e G'(z) = = — Po(z). Além disso, segue de (4) que

(G'(z1) ~ Q' (22);21 — z2) > 0.
Portanto, G’ € monétona positiva e concluimos que G é convexa. [J
Observagio: Como Fg(z) é o ponto de €' mais préximo de z, a funcio
D(z) = |lz - Polz}] = V2G(2)

mede a distincia de 2 a C. Segue da regra da cadeia e do Coroldrio 1
que a funcio D ¢ diferencidvel no complementar de C e, para todo todo
zeR*\C,

z — Po(z)
|z — Po(z)|l

é o vetor unitdrio na diregdo de maior crescimento dessa distincia.

D'(z) =

Exemplo 1 Sejo C = [0,1]. Entdo

0 sex<0 0 sex <0
Po(z)=¢ =z se0<z<1 e Ja)= 2/2 se0<z<1
1 sezx>0 z—1/2 sez>0

Exemplo 2 Seja C = B1(0) a bola fechada de raio 1 de R*. Entéo

[ oz sefef<1
Po@)={ o/ 2 o} >1

Cf lal2 selef <1
J(x)‘{nxn—l/z se flz > 1




Observagao: Embora estejamos nos restringindo a B* munido do pro-
duto escalar usual, podemos constatar que os resultados valem com pro-
vas idénticas para qualquer espago de Hilbert H, exceto a prova da
existéncia de y no item (a) da Proposicdo 1, onde usamos argumentos
de compacidade que nio valem se H é de dimensio infinita. Nesse caso,
a prova da existéncia de y satisfazendo (2) pode ser obtida usando-se
resultados basicos da Andlise Funcional (veja {1], Teorema V.2, p. 79).
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