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Caracterizacao da fase desordenada do
modelo de Ising d-dimensional via
desigualdades de correlagoes !

Gastao A. Braga e Francisco Fontenele Araujo Jr.

Resumo

Considerando o modelo de Ising d- dimensional para sistemas ferro-
magnéticos, analisamos neste trabalho algumas conseqiiéncias das de-
sigualdades de correlagiio propostas por Griffiths (1967) e por Simon
(1980) e Lieb (1980). Mostramos, por exemplo, que se a segunda desi-
gualdade de Griffiths for valida, entdo a magnetizacdo serd uma funczo
crescente com relagao ao inverso da temperatura, § e ao campo magnéti-
co externo k. Como conseqiéneia, construimos o limite termodinimico
para as correlacdes e mostramos que o inverso do comprimente de cor-
relagio m{f) estd bem definido para qualquer valor de 8 > 0. Ainda
como conseqiléncia da monotonicidade, provamos que com relagio a 8, a
magnetizagio é uma funcio continua A direita e que m(3) é uma funcio
continua & esquerda. Prosseguindo a andlise, usamos a desigualdade de
Simon-Lieb para mostrar que para qualquer valor de 8 inferior ao valor
critico B, a correlagdio spin-spin decai exponencialmente. Por fim, pro-
vamos que no ponto critico o inverso do comprimento de correlagio é
exatamente igual a zero, indicando que . é um ponto de transicio de
fase de segunda ordem.

!Projeto apoiado pela Fundagio de Amparo & Pesquisa do Estado de Minas Gerais
(FAPEMIG). Trabalko premiado na I Semana do Conhecimento da UFMG, de 18 a
23 de setembro de 2000.
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1 Introducao

Sistemas ferromagnéticos sdo tradicionalmente estudados no contexto
da mecénica estatistica do equilibrio, havendo para os mesmos uma am-
pla literatura. Tal literatura engloba os mais diversos tipos de aborda-
gem, desde formalismos essencialmente fisicos, até o tratamento fisico-
matematico rigoroso e sofisticado, como por exemplo, em [6] e [12].

Neste trabalho, procuramos caracterizar a fase desordenada do mo-
delo de Ising d-dimensional segundo um tratamento rigoroso simplifi-
cado, plenamente acessivel aos estudantes de fisica ou mateméatica em
etapa final de graduagfio. Embora a exposigao abaixo evolua de forma
essencialmente autocontida, é desejavel que o leitor j4 possua um pri-
meiro contato com nosso artigo anterior (2], no qual introduzimos com
mais detalhes a motivagio e os elementos tedricos presentes no estudo
da transigio de fase ordenada = desordenada, culminando com a cons-
trucdo do limite termodinidmico da energia. Assim, faremos a seguir
algumas consideracgdes bastante sucintas sobre o modelo em foco.

Fisicamente, uwm sistema ferromagnético (por exemplo, um imé) é um
solido cuja estrutura microscépica pode ser representada por um sub-
conjunto finito A de pontos do espago discreto d-dimensional Z2, onde os
seus tomos supostamente se encontram. Tal subconjunto A é chamado
de rede e a posigio de cada dtomo na rede fica determinada pelo vetor
z = (x1,Z9,...,Tq), que em mecinica estatistica é denominado sitio z.
Segundo as propriedades magnéticas da matéria, cada dtomo da rede A
produz um momento magnético ao qual associa-se um vetor denominado
spin capaz de assumir apenas duas orientagdes. Deste modo, associa-
mos a cada sitio z da rede uma varidvel aleatdria o, tal que o, = +1
(spin orientado para “cima”) ou o = —1 (spin orientado para “baixo”).
No ferromagnetismo existe uma certa tendéncia de que spins Gz0y S€
orientern no mesmo sentido. Tal tendéncia estd associada a uma cons-
tante de acoplamento Jz; > 0. Ademais, o comportamento do sisterna
é fundamentalmente influenciado pela temperatura T (por conveniéncia
também podemos considerar o inverso da temperatura 8 = 1/kT, em
que k € a constante de Boltzmann), pelo campo magnético externo h e
pelas condigdes de contorno, ce, impostas ao sistema. Denotemos por
AA & fronteira (externa) de A, isto é, ao conjunto dos pontos & & A
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cuja distancia® a A é igual a 1. As condigbes de contorno cc impostas
a0 sisterna resultam da prescricio de uma configuragio de spins {g} na
fronteira A, sendo que os mesmos.interagem corm 08 spins mais inter-
nos da rede3. Por exemplo, condicdes de contorno positivas sio obtidas
fixando-se como +1 o estado de cada spin g da fronteira da rede, ie.,
pr = +1, ¥V £ € A, Arnalogamente, condigdes de contorno negativas
correspondem & imposicio uy = —1, ¥V z € A, Além das condices de
contorno descritas acima (ilustradas na figura 1), também poderiamos
ter condicdes periédicas, nas quais o modelo esta definido sobre um $oro,
ou até mesmo condigdes periddicas em uma dire¢io e livre na diregdo
ortogonal & periddica.

Figura 1. Imposi¢io de condigdes de contorno

A energia associada a uma configuragiio {c} em A, com condigoes de
contorno {u}, constantes de acoplamento Jgy > (0 e campo magnético
externo hy > 0 é definida pelo seguinte Hamiltoniano

Hyeel{o}) = - Z JeyOzoy — E hgog — Z Jeyospy (1)

(=9} TEA {zyyzcA ycdA

onde a primeira soma descreve as interacgtes ferromagnéticas entre pares
nio ordenados de sitios vizinhos (z,y) € A, i.e., para os quais ||[z—y|| = 1;
a segunda soma descreve as interagbes dos spins da rede A com o campo
magnético externo h; em cada sitio x € A e a terceira soma descreve
interagdes devidas as condicgdes de contorno.

24 distincia entre dois pontos z = (21,22, - ,24) e ¥y = (41,42, ,%a) em R &
definida por ||z — y|| = max|z; — yj, em que i=1,....,d
3Na auséncia spins na fronteira, diremos que a condigio de contorno & livre
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Construido o Hamiltoniano do sistema, a fungio particio Zhee B
volume A e condi¢Ses de contorno cc é dada por

ZA,cc = Z exp[_ﬁ HA,C;({U})L (2)
{e}

em gue Y, () denota a soma sobre todas as 214l configuracoes possiveis.
Nesse contexto, podemos finalmente introduzir a definicio de valor es-
perado, apresentada a seguir.

Defini¢do 1.1 (Valor esperado) Seja p({o}} uma funcdo das varid-
veis de spin indesadas por um subconjunto A C A. Entdo, definimos o
valor esperado de p({o}) a volume finito A e com condigdes de contorno
ce por:

‘P({G}) Ace = Z 99{{0} ‘BHA'CC'

Observagio: Quando ¢({o}} = 00y, com 7,y € A, o valor esperado
{(G2x0y)Acc € chamado de correlagdo spin-spin.

Introduzidas as defini¢des preliminares, voltemos ao foco do presente
trabalho, elaborando breves consideracies sobre a fase desordenada do
modelo de Ising. Em termos termodinimicos, a fase desordenada cor-
responde 3 regifio de temperaturas 7' superiores 4 temperatura critica
T;, ie, T > T, Equivalentemente, podemos por conveniéncia definir
Be = 1/kT: e focalizar a regifio 8 < f,. Assim, para qualquer B < Be
a desordem orientacional dos spins na rede faz com que a magnetizacio
espontanea do sistema ferromagnético seja nula. Ainda nesse contex-
to, podemos inferir intuitivamente que dois spins o, e gy ficam cada
vez menos correlacionados & medida que cresce a distancia de separagio
iz — y|| entre eles. Dito de outra forma, a correlagio spin-spin tende
a zero quando a distdncia entre os spins tende a infinito. Tal fato nos
leva imediatamente 4 questdao: de que maneira a correlacio spin-spin na
fase desordenada se aproxima do valor zero? A principio, poderiamos
imaginar diversos tipos de decaimento para zero, como por exemplo, ge-
gunde o inverso da distancia |lz — y{|~!, ou o inverso do quadrado da
disténcia || — y|| %, ou exponencial e~Il*=¥!! etc. Contudo, a obtencio
rigorosa da forma de decaimento passa pelo estudo de certas desigual-
dades de correlagdes. O estudo de tais desigualdades constitui o alicerce
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a partir do qual podemos extrair um aprecidvel ndimero de propriedades
matematicas capazes de caracterizar plenamente a fase desordenada, e
este serd nosso objetivo nas proximas segdes.

Em nosso roteiro, abordamos na se¢io 2 a segunda desigualdade de
Griffiths e algumas de suas aplicagdes. Na sec@o 3 introduzimos um es-
tudo breve e elementar acerca do decaimento exponencial da correlacio

spin-spin em altas temperaturas. Tal estudo tem como objetivo motivar.

a analise da existéncia do inverso do comprimento de correlacdo reali-
zada na secao 4. Na segdo 5 utilizamos resultados deduzidos na segao 2
para apresentar algumas propriedades da magnetizacio. A segao 6 talvez
seja uma das mais fundamentais, pois introduz a defini¢io da suscepti-
bilidade magnética y, a conexdo dela com as correlagdes spin-spin e o
significado matematico da condigio x < co. Por fim, apresentamos na
secao 7.1 a desigualdade de Simon-Lieb com dois objetivos: provar que
a correlagio spin-spin decai exponencialmente se, e somente se, a sus-
ceptibilidade magnética é finita; e, calcular o inverso do comprimento de
correlacio no ponto critico. No apéndice, fazemos referéncia a alguns re-
sultados relativos ao limite pontual de seqiiéncias de functes mondtonas,
resultados esses que serdo usados no texto. Cumpre notar que um estu-
do similar ao deste trabalho também foi feito, em {3], para processos de
percolacio de elos independentes na rede Z¢ na fase subcritica.

2 Desigualdades de correlagoes e aplicagoes

Em termos fisicos, as desigualdades de correlagbes procuram traduzir
quantifativamente nossa intui¢do acerca do comportamento esperado
para o sistema em estudo. Por exemplo, em sistemas ferromagnéticos
a interagdo entre dois spins vizinhos o, e o, € relevante tanto para os
proprios interagentes quanto para os demais spins da rede A, ou seja,
uma interagio atva indiretamente no alinhamento de todos os outres
spins da rede. Assim, no ferromagnetismo o estado ¢; = oy (spins pa-
ralelos) é mais provdvel do que o estado o, = —oy, (spins antiparalelos),
de modo que o valor esperado para o produto o0y deve ser nio nega-
tivo. Colocado de modo mais preciso, a correlagio spin-spin deve ser
nio negativa, i.e., {szo4)a > 0. Tal raciocinio constitui a esséncia da
primeira desigualdade Griffiths. J4 a segunda desigualdade de Griffiths
estd associada & ideia de monotonicidade. Por exemplo, se {og) s denota
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a magnetizagio efetiva computada na origem, é de se esperar que esse
valor aumente quando aumentamos a intensidade do campo magnético
externo aplicado. Como uma fun¢do serd crescente com respeito a h se
a sua derivada for positiva, nés esperamos que a derivada de {og)s com
respeito ao campo externo seja positiva, isto é,

7]
Ohy

{oo)a 2 0.

2.1 A segunda desigualdade de Griffiths

A seguir, apresentaremos a segunda desigualdade de Griffiths [7,8,6] e
algumas de suas conseqiiéncias. Uma prova elementar da primeira desi-
gualdade de Griffiths encontra-se em {2).

Definigdo 2.1 Sejo A um subconjunto da rede A. Entio denotamos o
produto das varidveis de spin com suporte em A C A por o4 = | P

Teorema 2.1 (Segunda desigualdade de Griffiths) * Considere o
modelo de Ising definido em uma rede A C Z¢ com Hamiltoniano fer-
romagnético dado por (1) e condigdes de contorno livres, positivas, pe-
riddicas ou uma combinacdo destas. Entdo:

(GAGB)A,CC - (JA>A,cc(JB)A,cc >0 (3)

Prova: A seguir, apresentaremos a prova da desigualdade no caso par-
ticular (e que mais nos interessa) em que A = {z} e B = {y}. De
maneira similar prova-se o caso geral, isto é, A = [z, 20, -- ,Z,} e
B = {y1,42,"** ,¥n}, veja [6]. Também assumiremos condicdes de con-
torno livres. Se as condigdes de contorno forem periédicas entdo o mo-

delo de Ising estard definido sobre um toro e por isto basta repetir os

argumentos dados abaixo para provarmos a designaldade neste caso.
Com condigies de contorno positivas, o valor de Hy ma ltima parcela do
hamiltoniano (1} serd uniformemente igual 1 para todo y € A, o que é
equivalente a dizer que a intensidade do campo magnético externo para
o0s sitios = da fronteira interna de A aumentars de Jzy > 0. Portanto,

*A rigor, Griffiths introduziu, em 1567, tal desigualdade para correlagdes entre
pares. Contudo, a forma generalizada (3) foi introduzida por Kelly ¢ Sherman, em
1968.
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a prova apresentada abaixo também vale para condigbes de contorno
positivas.

A prova da desigualdade se baseia no método de duplicagio de va-
ridveis: em cada sitio £ nds introduzimos uma nova varidvel p; = +1
(dessa maneira, a cada sitio % associa-se um vetor de spin &, = {0z, piz))
e duplicamos a energia do sisterna:

Hy tivre{eh {n}) = - Z JoylCaoy + pigpiy} — Z halo + ] = (4)
(=) _ zEA

=) TGy~ Y halow + pia).

{z,1) oEA
Denotaremos valores esperados com respeito a este novo hamiltoniano
por {.)aq4. Observe que {oz)aed = {Hz)ag = (0z)a. Também obte-

mos (ozpgad = {Ox)al{tiyia € que (020y)a 0 = (020y)n = (foliy)a =
{tzity)p,q- De acordo com estas identidades, podemos escrever

(020)A 02005 ) = 3 (05 —t12) oyt = (F e e

A ltima identidade nos induz a infroduzir uma mudanca de coordena-

das (uma rotac¢io de n/4) no espago dos spins:

Tg — Hx _ Oz + pa

Xm:T e = V2

Como o produto interno é invariante por rotagies, nestas novas coorde-
nadas ¢ hamiltoniano se reescreve como

HA,livre({X}v {&h) =- Z Joy[XzXy + byl — Z V2hats,

(=) zEA

e a correlagio truncada spin-spin como

(J:ca'y)A - (C"m)A(_Uy)A = (Xa:Xy)A,d.-

Entao, a segunda desigualdade de Griffiths estard provada se mostramos
que {XzXy)a,d = 0. Contudo, este valor esperado é a razdo de duas
grandezas: o denominador (a fungfio particdo) é estritamente positivo
pois é a soma de termos estritamente positivos, seja qual for o valor real
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de Jyy € de he; o numerador serd positivo se Jy; > 0 e se g > 0 pois,
sob estas condic¢des, podemos expandir o fator de Gibbs em uma série de
poténcias para obter uma representagio do numerador como uma soma
de termos da forma

ZZX;T;1X$2_..X£?§;1 322 ;1,
{x} {8}

que serdo ou nulos ou ndo negativos pois a soma acima fatora num
produto de somas, cada uma delas sendo simétrica em torno da origem

i=k 7=l
11> I 2

=1 {xz, ] =1 {xy;}

Além disto, cada um destes termos tem prefatores que sio positivos
pois os mesmos envolvem produtos de coeficientes da série de Taylor da
funcao exponencial e produtos de poténcias de Jgy'e v2h,. Portanto, o
numerador do valor esperado (XzXy)a 4 também € positivo, o que prova
a desigualdade.

1

2.2 Aplicagdes

A partir da segunda desigualdade de Griffiths podemos provar que as cor-
relacdes entre spins sio fungbes crescentes com respeito aos parimetros
B8 >0, Jyy > 0e hy > 0. Para obter este resultado nés estudaremos o
sinal da derivada da fungdo correlagio com respeito ao pardmetro dese-
jado e em seguida aplicaremos a segunda desigualdade de Griffiths para
conchuir que tal derivada é ndo negativa.

Corolario 2.1 Sob as hipdteses do teorema 2.1, a correlacdo entre spins
€ fungdo ndo decrescente com respeito ds constantes de acoplamento Joy
e ao campo magnético exlerno h.,.

Prova: I'ixada uma das condigbes de contorno para a qual vale a se-
gunda desigualdade de Griffiths, a derivada parcial de (0;0,)4 ¢ com
respeito a varidvel J;,, pode ser facilmente calculada e serd igual a

5 N
W(U:cay)!\,ce = ﬁ [(Gmffyo'zo'w)/\,cc - (Um0y>A,cc<UzUw)A,cc}-
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Suponde ferromagnetismo entfo as hipdteses do teorema 2.1 estdo sa-
tisfeitas e podemos uséd-lo para concluir que a derivada acima é nio
negativa, o que implica que a correla¢do a volume finito é fungao nao
decrescente de J,,,. De maneira andloga provamos que a correlagao é
fungao ndo decrescente com respeito a by, z € A.

[
Observagao: Do coroldrio acima, é facil concluir que, sob as hipéteses
do teorema 2.1, as correlacdes também sdo fungdes mondtonas com res-
peito a 3. Basta considerar 8.y = 8J;, e usar regra da cadeia.

Uma das aplicagdes mais importantes da segunda desigualdade de
Griffiths é a construgdo do limite termodindmico para as correlacées.
Esse limite pode ser construido para a energla livre usando-se o método
das desigualdades de correlagdo e isto pode ser visto em nosso trabalho
anterior [2]. Aqui o ponto de visla é mais probabilistico e queremos
construir uma medida de probabilidade que ird descrever o sistema fisico
no limite do volume infinito.

Teorema 2.2 (O limite termodindmico) Considere o Hamiltoniano
(1) ferromagnético e condigoes de contorno livres ou positivas. Sejam
Ap, n=1,2,---, uma sequéncia de volumes encaizantes ¢ A um sub-
conjunto de A, pare todo n. Entao existe o limite

nli{:go(UAMn,cc = (UA)cc-

Prova: A seguir daremos a prova para condicdes de contorno livres.
Para condigdes de contorno positivas o resultado decorre diretamente
do coroldrio 2.2, Como o sistema é ferromagnético e as condigdes de
contorno sdo livres, podemos usar a primeira desigualdade de Griffiths
(veja [2]) para concluir que 0 < {¢*)4, ¥n. Por outro lado, {g%),, <1
¥n pois as varidveis de spin assumem no méximo o valor 1. Lembrando
que toda seqliéncia monétona limitada é convergente, 86 nos resta provar
que {e)a, < {0*)A,,, ¥n. Para tanto, vamos construir uma versio
auxiliar H'(a) para o Hamiltoniano do sistema de spins:

" (¢) = Ha, +a H-'\n+1\An

em que Hy, ¢ o Hamiltoniano para a rede A,, Hy_ +2\A, descreve as
interagbes tanto dos spins em sitios z,¥ € Apy1 \ Ap quanto dos spins
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em sitios z € A, e y € Apt1 \ Ap. Deste modo, associando a H'(a) a
correlagio auxiliar (o) temos:

@M (1) = (M

@) = (oM,
Mas, pelo teorema fundamental do cdlculo:
1
1 ! 8 F]
(04) (1) = (@2 (0) = {0, — (M), = [0 2 (o) da.  (5)

De maneira andloga & prova do coroldrio 2.1, temos

0

22 = (M Haadh = 0N Hr )
= BY Jyliotoeoy)s — (044 (oaoy)y]
(z,y)
> 0

e por conseguinte a integral presente na equagdo (5) é ndo negativa.
Portanto (o4}, ., > {c4)a,. :

-
Observagao: O teorema acima nos permite obter uma medida de

probabilidade sobre o espago das configuragées @ = {-1,1}*°. Por
simplicidade, considere condiges de contorno livres e seja A wm sub-
conjunto finito qualquer da rede Z¢. Considere uma seqiiéncia crescente
de volumes Ap+q D Ap, m=1,2,..., todos contendo o subconjunto A.
Como o limite quando n — oo de (o4}, existe, 0 mesmo limite também
existe para o valor esperado de qualquer func¢io continua com suporte
em A. Portanto, este limite estabelece um funcional linear limitado F(.)
-sobre o espago das funcdes continuas com suporte em A, Pelo lema de
representa¢do de Riez, existe de uma medida {de probabilidade, no nosso
caso) p-sobre (2 tal que

)= [ fa

Se o limite for tomado no sentidoe de Van Hove (veja por exemplo [2]),
entdo a medida p é invariante por translagbes. Neste caso, u € chamada
de “medida de Gibbs”.
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A construgdo do limite termodinimico descrita acima vale para ou-
tras condigbes de contorno. A seguir provamos um resultado necessério
para que esta construgdo seja realizada com condigdes de contorno po-
sitivas.

Coroldrio 2.2 A correlagdo entre spins € funcdo decrescente com o vo-
lume da rede A se as condigbes de contorno forem positivas.

Prova: Dado Ay, seja Ay tal que A} = Ao U{2} e imponha condicdes de
contorno positivas em ambos os volumes. Se A e As diferem por mais de
um ponto, entdo basta aplicar o argumento que se segue iterativamente.
Suponhamos que um campo magnético externo h seja aplicado no sitio z
e nessas condigoes denotemos a correlagio spin-spin por (amay)'Al. Pela
monotonicidade das correlagdes com o campo magnético externo temos:

(Taoy)ar+ < (Uazo'y)‘A],+ < hli_}nolo(azay):\lﬁ- (6)
Concentremos nossa atengio em (ozcry):,n, .- Denotando por Ei} a
soma das configura¢des nas quais o, = *+1 podemos escrever que:

(0a0y)n, 4 = ¢ Loy osoye Pt + e L) ouoye i
sTylArt = ey e M ok e PR

(O20)s o = E{Z} ozoye PHht 4 =20 (o} Oaoye Pt
VYl Ay T Z?‘U} e BHA, 4+ J-e 2R E{*U} e BHn +

Tomando o limite quando h — oo temos:
E-{Fa} Jzaye_EHAl * E{a} J$gye_ﬁHA2'+
e Y T

lim L=
h—ioo(gwgy)Al v+

ou seja,
h]i}ngo(o‘a;o'y)m 4= (OO Ay + (7)
Por fim, conectando (6) e (7) concluimos que:

(a:ray)m,-i- < (Uzay)/&z,nf--

A seguir, enunciamos um outro coroldrio da segunda desigualdade
de Griffiths que nos sera til na préxima secio.
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Corolario 2.3 Supondo vdlide a segunda desigualdade de Griffiths, en-
tdo Pora x,y,z sitios quaisquer da rede A temos:

(U$Uz>!&,cc > (ngy>A,cc<UyUz)A,éc Vm,y, z €A, (8)

Prova: De acordo com a segunda desigualdade de Griffiths:
(Umo'z)A,cc = (Umo'yo'ydz>.’\,cc z (Uxay)A,cc<UyUz>A,cc

O

3 Decaimento exponencial da correlagao spin-
spin em altas temperaturas

Nesta segio visamos obter cotas inferior e superior para a fungé,o cor-
relagio {ogo,}a com condigies de contorno livres, sem campo exter-
no e com constantes de acoplamento invariantes por translagfo, isto ¢,
Joy = J(||z —y]]). Nosso argumento baseia-se no trabalho [4]. Como ve-
remos, tais cofas podem ser relacionadas com a distdncia entre os spins
interagentes e o inverso da temperatura 8. Concluiremos que, para va-
lores pequenos de 8, a fungio correlagio decai para zero a uma taxa
exponencial com a disténcia.

Teorema 3.1 Considere ¢ modelo de Ising d-dimensional ferromaegné-
tico com Hamiltoniano dade por (1), sem campo magnético externo
e tnuariante por translacdes, e com condigdes de contorno livres. Se
as constantes de acoplamento forem estitamente positivas e se 0 <
2oazi=1 d (12ll) < 1, entdo exzistem constanies positivas T e m tais

e el < (ggo)a < el (9)

Prova: Consideremos as correlagBes entre o spin situado na origem 0 e
seus respectivos primeiros vizinhos (sitios z tais que ||z — 0| = 1). Nesse
contexto, é conveniente introduzir um parimetro o (tal que 0 < a < 1)
capaz de “incorporar” {quando a = 1) ou “ignorar” {quando a = 0)
as interacgdes Jy,op0,. Assim, o Hamiltoniano para o sistema pode ser
escrito como: '

Hy(a) = Z Joz000; — Z Joy Oz 0y,
2||2 Y=t (@ y):zy?0
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Associando a tal Hamiltoniano a correlagao (000’:1;):,\(0) temos:

(00054 (1) = {o0oz)a
(0002)4(0) = 0.

Mas, pelo teorema fundamental do calculo:

(0002) (1) — {o00a)s (0) = —fl—a« Yoda, (10
UUUE)A( )_ GO0/ A = (UDJ:B)A = o 50 g0z} A G4, )
Por outro lado:

Seto0raly =B 3 I Korea002)s — (oo lovoli]

zilell=1
<B D Izl oze)h,
#lzli=1

sendo que a desigualdade acima é consequéncia do coroldrio 2.2. Além

disto, pelo coroldrio 2.1 temos (cr:caz)'A(a) < (azaz)'A(l) = (oz0:)A.
Logo:
a8 '
3a \00%c)a < B > JHlz2eao:)a- (11)
zilz][=1

Logo, substituindo (11) na (10) temos:

(Gooada < B D J(lzl){oeasia. o (12)

fzl|=1

Agora, dentre os sitios z selecionemos um tal que a correlagio com z
seja maxima, ou seja:

21 {0z 0z)A = max{{o,0z)4 ¢ ||z — 0| = 1}.

Assim, utilizando (o, 05}A como cota superior para as 2d parcelas da
soma presente em (12) temos:

(@ooada < |8 > J(lzl)| (omoma.

ziial=1
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Contudo, como o sistema é invariante por translacdes, podemos utilizar o
mesmo raciocinio iterativamente para mostrar que a malor cota superior

para {(gpog)a € obtida quando o total de iteracdes é da ordem de ||z e

poT conseguinte:

[ET
(oooz)a < B > (2]

zif|zl|=1

Em particular, se 8 € escolhido de modo que 0 < [83, .4, —1 J(II2]))] < 1,
entdo basta tomar m > 0 como sendo tal que (3 Ez:Hz—OHzl J(z) =
g™

Por outro lado, o corolirio 2.1 nos permite comparar correlagdes
em diferentes dimensdes espaciais. Em particular, {cgo,}a(d = 1) <
{ooozial{d > 2), onde a correlagdo unidimensional é tomada sobre um
caminho que minimiza a distincia entre 0 e z. Essa correlacao pode ser
explicitamente calculada:

fl=f -1
(w00a)ald=1) = [] tanh(Bsr).

=0 .

Como o sistema ¢ esstritamente ferromagnético, entdo Jg, > 0 para todo
par {z,y) e por isto existe um valor J > 0 tal que J; ;41 > J para todo

i =0,1,--- |l - 1. Entéo [tanh(8)l=} < [TPU=" tanh(BJ; 121, e

basta tomar 7 > 0 tal que tanh(8J) = e ™,
Pelo exposto, concluimos que se 8 é escolhido de modo que

0<[f X (=] <1,

zl|#=1

entdo existem constantes estritamente positivas 7 e m tais que:




23

el < (gooe)a < el

c
O resultado expresso em {9) sugere que o seguinte limite exista:

i [ﬁ.mln(go%)] '

Provaremos a seguir que tal limite existe para pontos z ac longo de um
dos eixos coordenados, digamos z = néj = (n,0,...,0).

4 O inverso do comprimento de correlagdo

O coroldrio 2.3 é particularmente interessante quando consideramos, por
exemplo, a origem como um dos sitios em questao:

{o0oe) > (UD%)(%%)-

Além disso, lembremos que também estamos assumindo que o sistema
ferromagnético possul invaridncia translacional. Isto significa que as
constantes de acoplamento dependem apenas da posigio relativa dos
spins interagentes. Logo, segue que:

{o00z) > {000y} (000m—y)- (13)

Considerandoe pontos z ao longo de um dos eixos coordenados, diga-
mos z = né] = (n,0,...,0), seja f(n) a fungao:

fln)=- 111({70%51)-

De (13) podemos concluir que f(n) é subaditiva (para maiores infor-
magbes acerca de subaditividade consulte o apéndice). Logo, segue da
proposicao 8.1 que o limite

A “’”“”]

existe, para qualquer 3 > 0, € é dado pelo {nfimo

igf{—%lnwoa,,gl)} = m(8). (4
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m{f) ¢ chamado de inverso do comprimento de correlacio. Nesse con-
texto, convém observar que se § > 0, entdo 0 < {opoy) < 1 e por
conseguinte segue de (14) que m(3) > 0. Além disso, o teorema 3.1 nos
garante que m(f3) é estritamente positivo para valores pequenos de f3.
Na se¢éo 7.1 provaremos que m(8) > 0V 8 < S, onde 5, é o ponto
critico, a ser definido na se¢iio 6. A seguir provaremos que m(3) é uma
fun¢éo continua & esquerda. Este resultado serd usado na segio 7 para
provarmos que m(/3) se anula sobre o ponto critico.

Proposicdo 4.1 m(8) ¢ uma fungdo continua & esquerde para todo
g=0.

Prova Para cada n inteiro ndo negativo, definimos a fungio m,(8) =

~ 1 1n{oqopg ). Fixado n, a fungio my,(3) é positiva pois, pela primei-
ra de31gualdade de Griffiths, 0 < {oponug) < 1. Além disto, m,(f) é
decrescente em g pois, pela segunda desigualdade de Griffiths, o valor
esperado {cgoye;) é crescente em 8. Entéo, se provarmos que m,(83) é
uma fungio continua & esquerda, o mesmo serd verdadeiro para m{f)
pois, j& que m(B) = inf, m,(f5), basta aplicarmos a proposicio 8.3 do
apéndice. A seguir, provaremos que mp(3) é uma funcio continua
a esquerda. Seja A; uma seqliéncia encaixante de volumes tal que

{000ne;) = limg,o0{0gone)a,. Defina m,‘{“) = wIn%(Jgam;])Ak, tal
que Ag seja suficientemente grande de forma a conter os pontos 0 e
z = né = (n,0,...,0). Mas, de novo, fixado k, mik) (B) é néo nega~
tiva, continua e decrescente em f, e fixado 8, a seqiiéncia {m (51,
k = 1,2,--- é decrescente em k. Sendo assim, podemos novamente

usar a proposigéo 8.3 para concluir que m,(3) é uma funcio continua 3
esquerda.

c
5 A magnetizacao
A magnetizagio por unidade de volume é dada por:
MA ec ﬁa iAI Z Tz)a ,cer (15)

TEA

No caso de um sistema magnético com invariéncia translacional e para o
qual o limite termodindmico exista, temos que {o;).. independe do sitio
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. Mais que isso, podemos afirmar que

Mcc(ﬁv h) = |Al|114noo MA,cc(ﬁ}h) = (UO)cc-

Nesse contexto, podemos investigar alguns efeitos das condigdes de
contorno sobre a magnetizagao.

Proposigdo 5.1 M{3,h =0) =0V > 0 se as condi¢cées de contorno
sgo livres.

Prova: Como Ha({c}) = Ha(—{o}) segue-se que as parcelas
aoe~ PHUTY ¢ —ggeBH {(={o}) cancelam-se mutuamente quando soma-
das todas as configuragdes. Logo, o valor esperado {ogja = 0.

—

O resultado da proposigdo acima continua valido para qualquer con-

dicdo de contorno desde que 3 seja suficientemente pequeno. Para va-

lores grandes de 3, existe um resultado (que serd fornecido sem provas)

que assegura a positividade estrita da magnetizagio com condigbes de
contorno positivas.

Teorema 5.1 (O argumento de Peierls) Se as condicbes de contor-
no sGo positivas entdo eziste um numero Sy(d) > 0 tal que M (B, h =
0) > 0 Y8 > Fu(d).

Fixadas condicoes de contorno positivas, podemos aplicar os corolarios
2.1 e 2.2, para deduzir que a magnetizagio M (5, ) é uma fungdo com
as seguintes propriedades: crescente com respeito ao campo magnético
externo h; decrescente com respeito ao volume da rede A; crescente com
respeito ao inverso da temperatura 3; M, (8, h = 0) é continua a direita
com respeito a 5. As trés primeiras propriedades sio conseqiiéncias dire-
tas do fato de que as mesmas afirmacdes sfo verdadeiras a volume finito.
A Gltima propriedade pode ser estabelecida mediante a proposigéo 8.2,
pois de fato a seqiiéncia A — My . (8) é decrescente e cada My .(5) é
continua e crescente com S.
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6 A susceptibilidade magnética

6.1 Duas defini¢bes de ponto critico

A seguir daremos duas defini¢des plausiveis para ponto critico. Como
observado no final desta se¢do, pode-se mostrar que, para sistemas fer-
romagnéticos, estas defini¢des coincidem.

Definicdo 6.1 Considere o modelo de Ising definido em uma rede A C
Z% com Hamiltoniano H Acc dado por (1) e com campo magnético ez-
terno uniforme. Fizado o inverso de temperatura 8, a susceptibilidade
magnétice o volume finito ¢ definida por:

a

XA,cc(ﬁa h) = EEMA,cc-

Da definigdo dada para My, obtemos que:

XA,cc(ﬁv h) = ﬁ Z Z[(O’:cgy)z\,cc - (O'x>A,cc<Uy)A,cc}-

TEA YEA

Além disto, se as constantes de acoplamento sdo invariantes por trans-
lagho, entao a suceptibilidade a volume infinito pode ser definida como
o limite das suceptibilidades a volume finito e serd dada por:

ch(ﬁ: h) =4 Z {(UOUI)A,CC - (O'a:)A,cc(a'D)A,cc] -

- reZd

No caso de condigdes de contorno livres sabemos que (o5} = 0, ¥ z.
Logo:
X(B:h) =B Y {ov04). (16)

xgZd

Assim, é notével a conexiio entre a susceptibilidade magnética e todas
as correlagdes ao longo da rede Z% Tal conexdo sugere que a partir
do comportamento da susceptibilidade podemos extrair “algo” sobre o
comportamento das correlagbes e vice-versa (conforme serd exposto no
estudo do decaimento exponencial das correlagdes na fase desordenada).
Antes de desenvolvermos com rigor esse estudo, facamos uma brevissima
digressdo acerca de pontos eriticos.
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E natural considerar o comportamento da magnetizacio M, (3} co-
mo indicador da transigio de fase [2]. De fato, M, (8) = 0 em altas
temperaturas enquanto que M, () > 0 em baixas temperaturas (veja a
observacdo apds a proposi¢go 5.1 e veja também o teorema 5.1). Nesse
contexto, define-se 0 ponto critico J. como sendo:

" Be=inf{B: M, >0}

Numa abordagem mais sutil, analisa-se o comportamento da suscepti-
bilidade magnética x{8, k) como indicador da transigio de fase. Para
tanto, define-se o ponto critico . como sendo:

m, =sup{f : x < oc}.

Observe que 7, < f,, pois se 8 > B entho M (3) > 0 e por conse-
guinte x = 3 (0303} > 32{0a)? = 0.

No caso de w, ser estritamente menor que f,, surge uma questio
interessante: existe uma fase intermedidria entre 7. e 5, 7 Segundo Ai-
zenman [1], ers modelos ferromagnéticos 8. e m, coincidem (i.e., . = G;)-
Admitindo tal resultado, quando no presente trabalho nos referirmos &
fase desordenada esta deve ser entendida de forma precisa, sem qualquer
margem a ambiguidades - a fase desordenada corresponde ao intervalo
0 < f < fB; no qual a magnetizagio é nula e a susceptibilidade é finita.

A seguir, iniciaremos a caracterizacio da fase desordenada do mo-
delo de Ising {na auséncia de campo magnético externo) estudando a
susceptibilidade magnética.

6.2 A susceptibilidade magnética na fase desordenada

Tm estudos da fase desordenada é 1til reescrever a expressio (16) de
modo mais conveniente. Para tanto, considere a seqiiéncia de volumes
n +— Ap cujo termo geral € da forma:

Ay =[-m,n] x ... x [-n,n] N ZZ

Além disso, seja FA, a fronteira do volume A,. Nesse contexto, a soma
4] 3
- oG M .
> sez¢ Pode ser reescrita como > ey 2 zeah, © POr conseguinte:

x(BY =8> Y (oo =8 cn, an
n=1

n=1ze8A,
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onde
= D (ooos).
TCOA, .
Assim

o0
X(f) <o = 5 cn < oo.
n=1
Em termos matematicamente precisos, a convergéncia de tal série pode
SEr eXPressa como:

Ya>0, INeN:n>N = ¢, <e %
De modo equivalente:

Ya>0, Ay CZ%: A, D Ay = Z {ogos) < e™®.  (18)
ZEEaAn

A plena compreensio do raciocinio codificado por (18) serd fundamental
nos proximos desenvolvimentos, de modo que talvez seja 1itil expressa-lo
em palavras da seguinte forma:

“Se a susceptibilidade magnética ¢ finita, entdo podemos con-
siderar um hipercubo Ay com volume suficientemente gran-
de, tal que a soma das correlagdes entre o spin localizado no
centro de Ay e os spins da fronteira dAy é inferior a e™@,
para qualquer o real positivo.”

7 Caracterizacdo da fase desordenada

Esta secao se baseia nos trabalhos de Simon [10] e Chayes e Chayes [5].
Dada a desigualdade de Simon-Lieb, provaremos a equivaléncia entre a
finitude de x com a condigdo 8 < f,.

7.1 A desigualdade de Simon-Lieb

A conexdo entre a condigio “8 < ,” e a taxa de decaimento da funcdo
correlagdo (gqo;) serd estabelecida via desigualdade de Simon-Lieb [9,10],
que enunciames sem apresentacio da prova.
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Teorema 7.1 (Desigualdade de Simon-Lieb) Supenhe dedo o mo-
delo de Ising d-dimensionel com interacdo de primeiros vizinhos e com
Hamiltoniano dado por (1), sem campo magnético exlerno e com con-
dicées de contorno livres. Sejam z e y sitios quaisquer do rede Z% e
seja A um subconjunto finito de Z¢, cuja fronteira OA separa = ey (i.e.
gualquer caminho desde © até y deve passar por OA). Entéo

(0204) < Z (0202)A{o20y). (19

z€E8A

De posse do teorema acima, obteremos na se¢io 7.2 que a suceptibilidade
é finita se e somente se a correlagio decai exponencialmente. Na se¢io
7.3 provaremos que o inverso do comprimento de correlagao se anula no
ponto 7. Como coroldrio dos resultados descritos acima, obteremos que
a a suceptibilidade é finita se e somente se 8 < 7, on, equivalemente,
que a correlacdo decal exponencialmente se e somente se 8 < .

7.2 Decaimento exponencial da func¢io correlacio na fase
desordenada

Teorema 7.2 A correlagdo spin spin decai exponencialmente se, e so-
mente se, a susceptibilidade magnética € finita.

Prova:

X < 00=Im > 0: {ogog) < e7mhel

Como por hipétese x(8) < oo, entdo podemos considerar um hipercu-
bo AY centrado na origem, compativel com (18) e com volume tal que
z ¢ A®. Partindo desse fato, podemos construir um processo iterativo
(j4 apresentado na segio 3 de forma rudimentar) capaz de descrever o de-
caimento exponencial da correlagio {0y, ). Para tanto, vamos enumerar
(em estrutura algoritmica) os procedimentos a serem desenvolvidos:

1. Apiica.r a desigualdade de Simon-Lieb & correlagio (og0,) , consi-
derando o volume A® e sua respectiva fronteira AY:

{o00s) < Z {000:)p0{020x) (20)

ZEBAD
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2. Dentre os sitios da fronteira de AY selecionar um (a ser denotado
por z) cuja correlagio {0, o) seja maxima:

21 € OA” : (0,,04) = max{{o,05) : z € GA"} (21)

3. Utilizar a correlagiio méxima descrita em (21) como cota superior
para cada parcela do membro da direita da desigualdade (20):

(o0} < (Uzzo'm.) Z {9002) A0 (22)
2€8A0

4. Cotar superiormente a soma das correlagdes da fronteira AAY {con-
forme (18))

> (oo < > (o0os) < e (23)

ZEOAD zE€dA0
5. Substituir (23) na (22):

(0092) < €% {02,0%) (24)

6. Focalizar agora a correlagao {o,,0,) .

7. Transladar rigidamente A” de modo a centralizi-lo em z; e denotar
o hipercubo resultante por Al i.e.:

Al‘“—“AO-FZl

8. Se z ¢ Al, entdlo repetir o processo para {o,, o) considerando A
e sua respectiva fronteira’ AL :

Na figura 2, ilustramos a idéia do processo iterativo descrito acima.
Pelo exposto, a malor cota superior no formato exponencial para
{opoy) ocorre quando o nimero de iteracdes é minimo — da ordem da

- parte inteira de =

diam(a)’ Logo:

(o002} < exp (sl (25)

-
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© o o pee 9 e o o o
e o : :%1"’5"1&?: e o o o
e o AT e o o o o
o o A

Figura 2: Exemplo de uma possivel seqiiéncia de volumes, apds 3 apli-
cagdes sucessivas da desigualdade de Simon-Lieb.

3> 0 {ooe) < e = < o0

Lembremos que a susceptibilidade pode ser reescrita como:
=)
XBY =8 " {o00q) (26)
n=1zcdA,
Inicialmente, concentremos nossa aten¢ao no somatério » . -ax (G0

e Por hipétese (ogoz) < ™=l Logo:

Z (ogos) < Z e~ mlizl

€A, €A,
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e Para cada n € N temos que z € 9A, = |z|| > n = e~™ll <
e, Logo:

Z (0’00'3;) < Z el < Z e mn

TE€EGAL z€GAL z€0AR

o J4 a soma ), ., e ™" pode ser relacionada com |9A,|, ie., o

total de sitios da fronteira de A,,.

Z e < |8An|e—mn
T€8AL

Contudo, lembremos que a drea da fronteira de um hipercubo A,
centrado na origem e de lado 2n pode ser cotada superiormente,
pdr exemplo, pela drea da fronteira de uma hiperesfera centrada
na origem e de raio 2z, i.e., |0A,! < ag (2n)%"!, em que a4 é um
par@metro real positivo depedente da dimensdo d. Logo:

Z (0p0s) < ag (2n)% ! g™ (27)
£€HA,

Conectando (27) e (26) podemos inferir que:

X(B) S g2+t g 3 nd g

n=1

Mediante o teste da raiz podemos mostrar que a série Y oo, n¢~! g=™n
é convergente. Logo, x(8) < oco.

=

7.3 O inverso do comprimento de correlagdo m(f3) no pon-
‘to critico «,

O préximo resultado indica que a transigio de fase do modelo de Ising
é de segunda ordem, isto é, o comprimento de correlagio é infinito exa-
tamente sobre o ponto critico «,.

Teorema 7.3 lim,_, - m(5) = 0.
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Demonstragio: Como m{8) é continua & esquerda {veja proposicio 4.1)
segue-se que: ' '
lim m{8) = m(m)
Bz
Lembrando que m(8) > 0 para qualquer 8 > 0 vamos supor m{r;) > 0
(veremos que tal suposicdo nos leva a um resultado absurdo).

m(re) > 0= (opoz)(me) € ce ™l o 5 (7)) < co.

Por outro lado, x(7.) < oo significa que podemos considerar um hiper-
cubo A® compativel com (18). Assim:

D (o0oa)po(me) £ S (000w (me) < &7

zCAAD TEAAD

Ora, sabemos que em volume finito cada fungio {ggo;)s0(8) é analitica
para qualquer £ > 0 e que a soma finita das mesmas também resulta
em uma fun¢io analitica. Logo, existe § > 0 suficientemente pequeno
tal que {opoz)p0{m. + &) continua e:

Z (0'00'3);\0(71'3 + 5} <e ®,
TEHAD

Consideremos agora um sitioy g A? e a correlagio {oo0y)(7c+6). Nessas
condi¢des, podemos aplicar a desigualdade de Simon-Lieb

(oooy)(B+6) < Z {oooz)pe(8 + 6) (Uxay)(ﬁ + 4)

x€8A0

€ iniciar um processo iterativo idéntico ao descrito na demonstragio
da proposigio (7.2), em especial na parte 1. Desenvolvido o processo,
vamos concluir que {ogoy) (7, + &) decal exponencialmente, implicando
que x(m. + J) < co, conforme a proposi¢io (7.2). Ora, x(m. + §) <
oo contraria a defini¢io de ponto critico e por conseguinte a suposigio
m(m) > 0 é absurda. Portanto, concluimos que m{m,) = 0.

—
Os resultados desta secio podem ser assim resumidos:

Teorema 7.4 As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. B < m,.
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2, A funcdo correlacdo spin-spin {ogoz)(B), com condigbes de con-
torno livres, decai expoencialmente com a distdncia ||zl

3. A suceptibilidade magnética x(3), eom condigdes de contorno li-
vres, € finita.

8 Apéndice
8.1 Subaditividade

Definigdo 8.1 Ume fungdo f : N — R ¢ chamada subaditiva se, e
somente se, f(n+m) < f(n)+ f(m).

O resultado que apresentamos a seguir foi retirado do livro de B. Simon
[11].

Proposigao 8.1 Se f € uma funcdo subaditiva, entdo existe o limite

lim lf(n)

n-—o00 N
e o mesmo ¢ igual a infn{%f(n)}.

Prova: Fixado @ seja b = na+ 7, em que 0 < r < a. Sendo f(0) =0,
temos por inducioe e pela relacdo de subaditividade que:

f) £ nfle)+f(r)

LI < e+ A ).

Como % — 1 quando b — o0 e sup,_py, .- 1{If(r)|} < oo concluimos

que:
limsup £(5) < ~f(a)

para qualquer ¢. Assim:

Iimsup{%f(b)} < ir;f{zlif(a)} < 1iminf{%f(b)}.
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8.2 Limite de seqiiéncias de funcdes mondtonas

Proposicao 8.2 Sejo {fn(z)} ume sequéncia decrescente de fungdes e
seja f(z) o seuw limite pontual. Se cada fp{z} € crescente e continua 4
direita, entdo f(x) ¢ continua ¢ direita.

Prova: Iniclalmente, notemos que:

1. f é crescente, pois f(z) < fulz) € fu(y) para todo y > z. To-
mando o limite quando n — oo temos f(z) < f(y),

2. existe o limite de f(z) quando z tende a zy pela direita, a que
chamaremos de L, pois para qualquer seqi¥éncia x, tendendo a
z pela direita, a seqiéncia f(z,) ¢ limitada por baixo por f(zp)
(esta afirmacdo também é verdadeira para o limite & esquerda e ela,
quando usada com a primeira afirmagao, nos diz que uma funcéo
mondtona, em geral, quando tem descontinuidades, as mesmas s
podem ser do tipo salto),

3. f(zg) € L, pois f{ze) € f(z) Vz > zp e L é o limite de f(z) pela
direita.

Vamos provar que L = f(zg), 0 que serd suficiente para concluirmos
a continuidade a direita de f no ponte zg. A prova é por contradigao.
Suponha que L — f(zq) > r > 0 {a diferenga ¢ estritamente maior que
zero). Como f,(xq) decresce para f(zg), escolha n = k grande o bastante
de maneira que fi(zg) — f(zo) seja menor do que r/2. Entio teremos
que L — fr(zp) > /2. Agora, se z,, decresce para zg, por hipdtese,
teremos que as seguintes desigualdades sdo verdadeiras:

Fe(@m) — fe(zo) 2 f(2m) — fe(ze) 2 L — filzo).
Concluimos que
felzm) = fr(zo) > 7/2

para T, tao préximo quanto se queira de zg, o que contradiz a hipdtese
de continuidade de fi & direita.

(I
Proposicido 8.3 Seja {fn(z)} uma segiéncio decrescente de funcies e

seja f(z) = inf{fn(z)} o seu limite poniual. Se cada fn(z) é decrescente
e continua & esquerda, entdo f{z) € continua 4 esquerda.
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Prova De maneira similar & demonstragio da proposicio 8.2, também
Prova-se a proposigao acima.

=
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