07 MR 2007

MATEMATICA UNIVERSITARIA
n®33 — dezembro 2002 — pp. 0i-11

Acerca de um problema encontrado
numa exposicao de divulgacao
Matematica

Daniel Ferreira,’

Carla Gageiro!, Anténio Guedes de Oliveira, Joana
Pereira! e Clara Ribeiro!

Resumo

Apresenta-se a solu¢do do seguinte problema: Considerando a
distdncia entre dois pontos de um prisma recto de base quadrada
comao o comprimento do caminho mais curto & superficie do prisma,
qual é o ponto mais afastado de um vértice dado? Esta solugdo
obtém-se partindo de uma dada planificagio do prisma, através de
um resultado muito simples.

1 O Problema da Formiga

Reproduz-se & frente o enunciado de um problema que pode ser encontra-
do numa exposi¢io patente no Pavilhio do Conhecimento, em Lisboa, e
que foi retirado da pégina da internet de endereco http: //wuw.atractor.
pt/ matviva/geral/PF/PF.htmi.

A pégina foi criada e é mantida pela entidade que organizou a ex-
posigdo, a Associagio Atractor - Matemdtica Interactiva, que tem por
finalidade essencial a criagio, manutencio e o desenvolvimento de um
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centro interactivo, o Centro de Ciéncia Vive de Ouar, dedicado & Ma-
temdtica; todo o material exposto vird a integrar o futuro Centro.

Aqui apresentamos a resolucio (sob-a forma encontrada pelo terceiro
autor) que foi j4 objecto de duas comunicacgdes realizadas pelos restantes
autores, a primeira inserida no Ciclo de Divulgacao Matemadtiica, orga-
nizado pelo Centro de Matematica da Universidade do Porto para um
publico geral, a segunda no Encontro Regional do Norte e Centro da
Sociedade Portuguesa de Matematica, realizado no Porto em Maio de
2002. E nossa intencio aqui alargar o Ambito desta divulgagio, porque
se, por um lado, o problema tem em si {como tém em geral os médulos
daquela exposigio) os encantos de ser baseado numa situagao fisica e de
ser simples de formular e de entender, a que se acrescenta o facto de
parecer ter uma ¢bvia solugdo — que facilmente se verifica fisicamente
que nao o é afinal —, por outro lado também a “verdadeira solugao”
encontra aqui uma explicagdo que nio deixa de surpreender pela sua
simplicidade, uma vez encontrada a “linguagem” certa, neste caso a
planificagdo que se define A frente.

Fis o enunciado:
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A superficie do bloco de madeira mostrado na fotografic € “o
mundo” onde vive uma formiga imagindrie, que, quando se deslo-
ca entre dois pontos quaisquer, escolhe sempre, de entre fodos os
caminhos posstvels, win maois curto.

Uma ponta do fio estd presa jun-
to de um dos vértices - A - da ba-
se do paralelipipedo. Tenie, com
e ajuda do fio e pare vdrios pa-
res de pontos, encontrar 0s cami-
nhos mais curtos unindo os dois
pontos de cada par. Descubra, em
particular, wm caminho mais cur-
to unindo o vértice A ao vértice
que lhe € diametralmente oposto,
na face de cima e note que esse
cathinho ndo atravessa o face su-
PETIOT.




Tente imaginar qual é, pare o formiga, o ponto P mais afas-
tado de A e verifigue, com a ajuda do fio, se a sua resposta estd
correcta. Para isso, comece por apertar com os dedos o fio (es-
ticado) junto ao ponto P; se a sua resposta estiver correcta, deve
poder chegar com esse bocado de fio a todos os outros pontos da
superficie (porque estéo mais perto de A).

O presente texto é acompanhado de figuras criadas quer pelo pro-
grama The Geometer’s Sketchpad quer pelo Mathematica, e existe uma
versao abreviada, interactiva, ligada & pagina referida do Projecto Atrac-
tor, em http://www.atractor.pt/matviva/geral/formiga/formi2
/frames.html.

2 Notacao e resultados basicos

Fixemos a notacao que vamos utilizar:

Representamos em geral os pontos {do espago ou de um plano) por
letras latinas mamisculas, A, B, P, etc. O segmento que tem por ex-
tremidades os pontos A e B serd denotado [A B] e o seu comprimento
AB. Admitimos que A seja igula a B (sendo entdo [A B] = {A}). Por
definigiio, [P Py -+ Pi] = Uf;ll [PiPial, A B representa a semi-recta de
origem A que passa por B e Med[A B] designa a mediatriz do segmento
[A B], isto é, a recta perpendicular ao segmento que passa pelo seu ponto
médio.

J4 os outros elementos, como as rectas e os comprimentos, serdo em
geral representados por uma letra latina miniiscula, com excepcao das
amplitudes dos dngulos, representadas por uma letra grega mintscula.
Em particular, p é o prisma considerado, h e [ a altura e o lado da base
quadrada de p, respectivamente. S¢ consideramos neste artigo o caso
em gue h > [. Para o caso em que h <! pode-se consultar a secgdo 5.

Finalmente, como é habitual, por caminho numa superficie dada
entendemos a imagem de uma funcdo continua, injectiva, de [0,1] na
superficie, sendo as imagens de 0 e 1 as extremidades do caminho.

Basearemos a nossa prova no seguinte resultado elementar:

Proposicdo 2.1 Dados dois pontos distintos, A e B, e os dois semi-
planos definidos pela mediatriz do segmento [A B], um ponto P pertence
ao mesmo semi-plano que A se e s6 se dista de A menos do que de B.




Sem provar o resultado completamente (partindo de uma axiomatica
do plano) vejamos como justificd-lo utilizando alguns resultados cuja
prova se encontra facilmente em manuais e utilizando directamente o
seguinte: '

Principio {de Pasch) 2.2 O complementar de uma recte v no plano
consiste em dues regides {chamadas semi-planos de r) fais que dois pon-
tos pertencem ¢ mesma Tegido se e §¢ se 0 Segmento que 05 une ndo
intersectar a recta.

Suponhamos entdo provado que:

{1) a mediatriz de um segmento de recta € o lugar geométrico dos
pontos equidistantes dos extremos (P € Med[A B} seesése AP =
B P);

(2) RS<RQ+QSemgerale RS =RQ+QSseesdse @ € [RS].

Dado um ponto P no mesmo semi-plano de Med[A B] que A, existe
wm ponto de intersecgio de [B P] com a dita mediatriz, pelo referido
principio — uma vez que B pertence ao outro semi-plano. Seja I esse
ponto. Temos que:

-5 Y 0= = W 57,75 @ w5
AP < AI+IP = BI4+IP £ BP.

Por outro lado, se P néo pertence ao semi-plano que contém A entao
ou estd na mediatriz ou pertence ao semi-plano que contém 5. No
primeiro caso, AP = B P, por (1}; no segundo, BP < AP, pelo que
vimos. Ou seja, se AP < B P entdo P pertence ao semi-plano que
contém A. Assim se conclui o raciocinio. .

Chamarmos Principio de Pasch ao principio referido, embora este nao
seja exactamente o axioma apresentado por Pasch na sua obra “Vorle-
sungen iiber neuere Geometrie” (5], que esteve na origem das modernas
axiomaticas ditas euclideanas, tendo influenciado tanto Hilbert como Pe-
ano [3]. Por exemplo, Hilbert incluiu o axioma de Pasch (na sua verséo
original) na sua obra fundamental Grundlagen der Geometrie (Cf. [1})
— sob a seguinte forma: Sejam trés pontos, A, B e C, nao colineares
e seja a uma recta do plano A B:C' que ndo passa por nenhum dos trés
pontos; se a recta a intersecta [A B] entdo também intersecta um dos
segmentos [AC) ou [BC|. '




Esclarecamos um pouco porque é que o nosso Principio decorre deste
Axioma (consultar também, numa perspectiva diferente, [2], Introdugao
e Apéndice). Note-se que por “regido do plano” se entende um sub-
conjunto nae-vazio do planc qualquer; aqui serd cada uma das classes
de equivaléncia da relagio R definida no complementar da recta r pela
condigdo:

ARB seesése [ABJNr=10.

Como esta relagio é claramente reflexiva ¢ simétrica, ¢ é transitiva por
forga do axioma citado de [1], define de facto classes de equivaléncia. H4
pelo mencs duas classes, porque, dados um ponto A numa classe e um
ponta B em v, ura ponto ' da recta definida por A e B tal que B esta
entre A e C (que existe pelos axiomas de ordem) nao estd em relagdao com
A, por definicdo. Finalmente, ndo hd mais do que duas classes porque
se pode provar que r nfio pode intersectar simultaneamente [A B], [B C]
e [AC] {ver [1], p. 5 e Suplemento 1.1, de P. Bernays).

Vejamos agora como é que o Axioma decorre do Principio (Cf. [4]):
Supenhamos que a recta a intersecta [A B| mas ndo [AC] nem [B ().
Entdo A pertence & mesma regiio do plano definida por a que C; mas
também B pertence a essa regifao. Mas entio A e B pertencem A mesma
regido, o que contradiz o facto de que a recta o intersecta [A B].

3 Uma planificacao diferente do prisma

Fixemos um vértice da base inferior de p. Serd
este o ponto correspondente Aquele onde se pren-
deu a corda no modelo — o ponto A relativa-
mente ao qual se procura outro, S, na superficie
do prisma, com a seguinte propriedade: dados
wm caminho c entre A ¢ S e um ponto P, quais-
quer, na mesma superficie, existe um caminho
de A a P gque tem o comprimento de ¢ ou que
é mais curto. Considere-se ainda o plano 7 que
passa por A, é perpendicular & base inferior e
bissecta p. Na figura ao lado representamos soli-
damente uma das partes iguais em que m divide

p.




Vamos entdo resolver este problema com base em plonificagées da
superficie s composta pelas faces laterais e pela face superior de p. Ve-
jamos o que entendemos por isso: Consideremos um par, (F,¢), em
que: :

o F={f1,fa..., fe} € um conjunto finito de poligonos (fechados) no
espaco, cujas intersecgdes, dois a dois, consistem ou numa aresta
ou num vértice ou no conjunto vazio. Além disso, f = f1 U fa U
-+« fr. é uma figura (poligonal} conexa plana. Chamamos a f um
planificagio de s;

e ¢ : f = 5 ¢é uma fung¢io {a funcdo do planificacdo) tal gue a
restricio de ¢ a f;, ¢y, é um deslocamento no espago para todo
i=1,2,... k.

Na figura em baixo, 4 esquerda, representa-se a primeira planificagio
da superficie s de p (excluida a face inferior), que designaremos precisa-
mente por f. Aqui k = 5, sendo F' composto por quatro rectingulos e
um guadrado.

"
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Note-se que, em geral, niio havendo confusio — isto €, serfdo antco
o ponto com determinada imagem por ¢ — denotamos do mesmo modo
o ponto e a imagem, isto é, P e ¢(P), para P € f. Em geral, também, a
imagem por ¢ de um caminho em f é um caminho em s com o mesmo
comprimento, uma vez que ¢ a soma dos comprimentos dos subcaminhos
contidos em cada ¢(fi), i = 1,2,...,k, e ¢|y, é¢ uma isometria. Mas pode
haver caminhos em s que no sejam imagens por ¢ de caminhos em f.
Na figura, este é o caso do caminho poligonal [A M N P], que tem como
imagem inversa por ¢ o conjunto [AM N*]JU[N'F] (em f) — que néo
contém nenhum caminho de 4 a P. Em f o caminho mais curto entre




A e outro ponto é o segmento de recta; poderd haver em s um caminho
através da face superior mais curto do que ¢([A P|)? Veremos mais
tarde que nfo, sendo h > l; entretanto, vejamos que o caminho mais
curto pela face lateral é de facto ¢({4 P]):

Seja f’ a unido dos quatro rectangulos de f, que dividimos em f!
e f5, constituidos respectivamente pelos dois rectangulos & esquerda e
pelos dois rectdngulos & direita de A, seja 8" = ¢(f') a superficie lateral
deped : [ — & tal que ¢'(P) = $(P) para todo P € f'. f &
uma, planificagdo de s, claro. Vejamos que a podemos usar para medir
distdneias em §': Os tnicos caminhos em s’ que nfo sio imagens de
caminhos em f’ sdo0 0s que atravessam a aresta vertical de p oposta & de
A, isto é, os que néo estdo contidos em ¢'{ f,) nem em ¢'(f7). Dos outros,
o mais curto é ¢[A Pl: se ¢(c) fosse mais curto para um determinado
caminho ¢ em f' de A a P, ¢ seria igualmente mais curto que [A P}, o
que é absurdo. Mas para todo o caminho que atravessa a referida aresta
existe outro de igual comprimento integralmente contido em ¢'(f}), que
pode ser obtido reflectindo no plano # a parte do caminho contida em
¢'(fe)-

Vamos criar uma nova planificacio de s, f, que tem esta propriedade
de medir distdncias em s. Antes, vamos trabalhar com uma terceira, f
(a partir da qual criaremos f), usando de novo a reflexdoc em 7. Seja 3
a superficie de wm dos semi-prismas (de novo sem a base inferior) em
que 7 divide p, e ¢ a face superior de §, um tridngulo rectingulo. f,
que serd uma planificacdo de s, é composta de t* e ¢/, duas copias de ¢,
e dos dois rectdngulos que constituiam fj. Cada tridngulo partilha um
cateto com um rectdngulo ¢ o outro com o outro tridngulo. A funcao
de planificacio ¢ fica bem determinada por enviar as hipotenusas de t*
e t' na hipotenusa de #, e os rectingulos adjacentes nas faces laterais
adjacentes. Entio, um ponto P de ¢ tem dois representantes em f,
um em t*, denotado P*, o outro em ¢/, I/, e cada um destes pontos
pode ser obtido do outro através de uma rotacio de 90° em torno de
E, correspondente ao vértice oposto & hipotenusa de ¢ (ver figura em
baixo).

Vejamos comno calcular em fa, distdncia de A a um ponto P qualguer
de ¢. Primeiro, note-se que um caminho que cruze duas vezes a mes-
ma aresta pode claramente ser encurtado, substituindo o caminho entre
dois cruzamentos sucessivos pela parte da aresta entre eles, e qualquer




caminho numa mesma face (incluindo arestas) pelo segmento de recta
entre os extremos. Assim, um caminho de comprimento minimo entre A
e P cruza uma Unica vez uma Unica das arestas superiores, partilhadas
com t* e ', respectivamente, dos rectangulos de f; 86 pode entdo ser
H([A P*]) ou ¢([AP']) — 86 se considerando o segundo caso se [A P’
nao cruzar a aresta superior & esquerda. Assim, o comprimente minimo
de um caminho de A a P é o menor de entre AP*e AP, comprimentos
de ¢([A P*)) e ¢({A P']), respectivamente. Note-se gue, pela Proposicio
2.1, AP* < AP se A estiver do lado da mediatriz de [P*P’] de P*, e
que AP* > AP’ se A estiver do lado da mediatriz de [P*P'] de P’

Ji AP* = AP quando A estd exac-

tamente na mediatriz. Seja & a ampli-

tude do dngulo orientado que a semi- A
recta AF faz com EF', o > 45% j& que pi 7
h > {. Seja ainda M o ponto médio de
[P*P'] e f a amplitude do angulo orien-
tado AM EF'. Entio AP* < AP
8 > a, correspondende o igualdade d
igualdade. Sejam S* e §' os pontos nas
hipotenusas de t* e t/, respectivamente,
tais que quer a recta E 5" quer a rec-
ta E S formam com a diagonal [A F]
angulos de 45%; como é recto o dngulo
£S* B §', estes pontos sio os represen-
tantes de um determinado ponto .5 de .
Além disso, neste caso é 5 = «, jdque M a

estard na recta A E. Finalmente, seja D v

o vértice da aresta vertical que termina

em A.

Em concluséo, AP* < AP seesbése P* € [DS*Ele AP* > AP
se e 6 se P' € [ES'F']; ou seja, dos dois pontos que representam wm
ponto dado em %, o gque indice o caminho mais curto do ponto a A € o
que estd na zona mais escure da figura.

Para finalizar, concluamos a prova de que o comprimento minimo
de um caminho em s de A a um ponto P de uma face lateral de p é
o comprimento do segmento de recta que une A a P na planificagio.
Para isso, como vimos, basta ver que os caminhos de A a P que passam




pela face superior sdo mais longos do que este; isto é dbvio se a face
lateral em causa for a que contém o préprio A. Para a outra face, o que
h4 é que comparar AP com o comprimento do segmento de recta que
une A a P, sendo P o ponto que forma com P um &ngulo de vértice
E de 90°, medidos no sentido contrdrio ao dos ponteiros do relégio: De
facto, qualquer caminho nas condigdes referidas pode ser medido numa
planificagdo que, relativamente a f, substitua o tridingulo & direita por
outra cépia da face lateral em questio, rodada 90° conforme indicado
atras. Sendo h > [, € facil ver, atendendo & posigio de A relativamente
3 mediatriz de [P P], que o ponto P estd mais préximo de A que o ponto
P.

Vejamos agora em que consiste a planificagio final f consiste nos
dois rectingulos inferiores de &, nos dois tridngulos [D S*F] e [E S'F')
(mails escuros, na figura), e nas cépias destes quatro poligonos obti-
das por reflexdo na recta vertical que passa por A. Pelo que vimos,
f tem a seguinte propriedade: Dado um ponto qualquer do prisme, a
sua distdncia a A — o comprimente de um caminho mais curto — é o
comprimento do segmento de recta que une o0s representantes de A e do
ponto na planificagdo, tsto é, é a distdncia que se mede nesia.

4 Solucao do problema

A solugio do problema é agora muito simples, bastando decidir gual
dos pontos da planificagio estd mais distante de A. Antes notemos que,
dado um ponto exterior a um poligono, O, o ponto do poligono mais
afastado de O é necessariamente um vértice. De facto, se 7 é a distancia
de O ao vértice do poligono que lhe estd mais afastado, a circunferéncia

de centro O e raio r contém todos os vértices do poligono e por isso

contém todo o poligono. Assim, os candidatos a ponto mais afastado de
Aem f serdo D, §* ou &', E e F' {e os scus simétricos pela reflexéo
atras definida).

Notando a posigao de A e desses pontos relativamente ds mediatrizes
dos lados dos tridngulos [D S*E] e [£ S'F')], conclufimos que: O ponto
do prisma mais afastado de A é F ou S, conforme A esteja acima ou
abaixo da mediatriz de [S'F'] — ou seja, conforme ! < h <2l ouh > 21,
respectivamente.
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5 Aplicagoes do mesmo método

Podemos também resolver de forma andloga outros problemas do mes-
mo tipo. Se, por exemplo, considerarmos o problema inicial para um
paralelepipedo qualquer, nio necessariamente de base quadrada, pode-
mos proceder de modo semelhante: fixamos uma base, aguela que tem
as duas menores dimensées. Uma vez que deixa de haver a simetria
inicial (por reflexdo no plano), teremos de considerar i partida quatro
representantes para cada ponto da face superior (Ver figura em baixo).

Isto significa gue teremos que
constderar, para cada par de fa-
ces laterais, as duas copias da fa-
ce superior que partilham a res-
pectiva aresta superior, e decidir
qual é em cada cdpia a parte que
contém o representante a menor

. ~ . ;. . E.
distancia. Se as duas cépias dife- / ‘
o~ T P e
rem de umarotagiao de a em tor- Ve A TR )
no de um ponto X, essas par-

tes sfo determinadas na cépia da
face superior por uma recta que
passa por X e que faz com [A X]
um dngulo com amplitude §. No-
te-se que duas copias adjacentes
diferem de novo numa rotagio de
90", mas duas nio adjacentes di-
ferem numa rotacio de 180°.

No fim, em cada cdpia, 86 se considera a parte que contém os repre-
sentantes a menor distdncia relativamente a todas as outras cdpias, por
intersec¢do das figuras obtidas pelo método descrito atras.

Apresentamos em cima a solugdo de um problema deste tipo — 5,
o ponto do paralelipipedo correspondente aos pontos da planificagio na
interseccio das figuras das faces superiores com o arco marcado — obtida
pelo processo atras descrito.
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