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1 Introducao

Esse texto versa sobre uma verdadeira jéia da Matemdtica, um teorema
de Abel no gual uma visdo geométrica do conceito de residuo é apre-
sentada. Julguei oportuno escrever sobre esse assunto por trés razdes:
a primeira € a beleza do resultado em si, a segunda ¢ sua utilidade
e, por fim, prestar uma modesta homenagem a esse genial matematico
noruegués, nascido ha exatos duzentos anos.

Me permito iniciar com uma curta biografia de Niels Henrik Abel
(1802-1829) que conviveu, ao longo de sua curta vida, com um ambien-
te de pobreza e de discriminagio profissional. Quando seu pali faleceu,
Abel tinha dezoito anos e se viu face ao desafio de sustentar sua maée
e seus seis irmAos. Apesar das adversidades, conseguiu terminar seus
estudos universitarios e logrou obter um financiamento junto ao governo
noruegués para viajar pela Buropa, em busca de contatos com seus cole-
gas matemdticos e da consolidagio de sua reputacdo como matemético.
Essa viagem fol uma enorme desilusio para Abel, pois muito de seu
trabalho foi ignorado e mesmo repudiado por grandes matematicos da
época, entre eles Gauss ¢ Cauchy. Retornou a Christiania (como Oslo
era chamada na época) tuberculoso e pobre e ndo obteve, em seu préprio
pals, o reconhecimento que lhe garantiria uma posigdo como professor
universitario. Ironicamente, pouco antes de sua morte, aos 27 anos de
idade, recebeu a noticia de sua nomeacio como professor da Universi-
dade de Berlim. Houve quem disse que a contribuicao por ele legada
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motivaria pesquisas em Mateméatica por pelo menos 500 anos e, de fato,
isso ocorreu durante os séculos XIX e XX. Ainda restam trés séculos
pela frente; quem viver vera!

A referéncia para a obra matematica de Abel & [A1] [A2]. J4 o leitor
interessado em sua biografia deve consultar [Stu].

Essas notas pressupdem alguma familiaridade com a teoria elemen-
tar de fungdes de uma variavel complexa, em nfvel de um cursc basico
de graduacio. FElas estio assim organizadas: inicialmente realizo uma
rapida jornada pelos resultados basicos necessarios 4 compreensdao do
teorema de Abel; em seguida passo ao resultado propriamente dito e, ao
final, discorro sobre uma generalizacio extremamente importante do te-
orema, de Abel, devida a A. Grothendieck, que na década de 50 do século
XX Introduziu o conceito de residuo pontual em dimensdes superiores.

Finalmente, agradeco aos organizadores dessa primeira Bienal da
Sociedade Brasileira de Matemdtica por seu trabalho de excelente qua-
lidade.

2 Resultados basicos

Nessa, segao simplesmente apresento, sem demonstragoes, os resultados
elementares que serfio utilizados. Esse material pode ser encontrado em,
por exemplo, [S¢.

Sejam U C C um conjunto aberto ¢ f : U — C uma fun¢do. A
derivada de f no ponto p € U, denotada por f'(p), é o nimero complexo

i f(z) = fp)

z—p =P

desde que esse limite exista. f ¢ holomorfa em U se f'(p) existe em
todos os pontos p € U.

‘Recorde que um dominio é um subconjunto de € que é aberto e
conexo. O teorema seguinte é uma versio simplificada do teorema de
Cauchy mas, por abuso, me refiro a ele como tal.

Antes disso uma breve definicio. Um caminho suave por partes e
fechado, v : [0, 1] = C, é simples, se a aplicagdo y que o define é injetiva,
exceto pelos pontos 0 e 1, ou seja, v(0) = (1), y(t) # v(0), 0 <t <1
e y(t1) # v(22) se 0 < #; # t2 < 1. Isso quer dizer que o caminho nao
possui auto-intersecoes. Uma curva de Jordan suave por partes é um

e i i
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caminho suave por partes, fechado e simples. Um teorema nao trivial,
devido inicialmente a Jordan, que deu uma demonstracio incompleta,
mais tarde corrigida por Veblen, afirma que uma curva de Jordan divide
o plano em exatamente duas componéntes conexas, uma limitada e a
outra tlimitada, sendo a curva a fronteira comum a ambas.

Teorema 2.1 (Cauchy) Sejam U C C um dominio e f : U — C uma
funcdo holomorfa. Seja V' C U um subconjunto fechado e limitado, cuja
fronteira OV consiste de um nimero finito de curvas de Jordan suaves
por partes, OV =y U--- Uy, e tal gue V \ 3V € um dominio. Oriente
0s caminhos que compdem ¢ fronteira de V de tal modo que V esteja
sempre ¢ esquerda a0 se percorrer esses caminhos. Enido

/l flz)dz = 0.
av

Outro resultado que admite um enunciado bem mais geral é o

Teorema 2.2 (Férmula Integral de Cauchy) Sejo f : U = C uma
fungdo holomorfa definida no dominio U C C. Suponha que o disco
fechado D (p) = {z € C:|| 2 — p ||< €} estd inteiramente contido em U.
Se Se(p) denota sua fronteira, o circulo Sp) = {z € C:llz —p ||= ¢},
orientado no sentido anti-hordrio, € se z é um ponto qualquer no interior

de De(p), entdo
_ 1 f(w)
Selp)

g

Esses dois resultados constituem a base para o estudo de funcdes
holomorfas. Por exemplo, segue da Férmula Integral de Cauchy (2.2) o

Corolario 2.8 Seja f : U — C holomorfa, onde U € um dominio.
Intao f tem derivadas de fodas as ordens em todos os pontos de U e

(w) :”_!/ fw)
fi (=) QWiS()(w—z)n+ldz Yz e U,

e |
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onde S.(z) € qualquer circulo centrado em z, percorrido no sentido anti-
hordrio e tal que o disco D (z) estd contido em U. a

Uma fungao ¢ analitica se, para cada ponio de seu dominio, pode
ser expressa através de uma série de poténcias centrada nesse ponto e
convergente num disco aberto. Uma propriedade notivel das fungoes
analiticas é a seguinte: se f é analitica numa vizinhaca de um ponto p
e f(p) = 0, entdo f(z) # 0 para todo z # p numa vizinhanga de p, a
menos que f seja a fungio identicamente nula. Em outras palavras, os
zeros de uma fungio analitica ndo identicamente nula sao isolados.

Usando a Férmula Integral de Cauchy (2.2) e o coroldrio acima pode-
se concluir que uma fungio holomorta é analitica, mais precisamente:

Teorema 2.4 Sejom [ : U — C wna fungéo holomorfa, onde U € um
dominio e zg € U wum ponto qualquer. Entdo

© () (y
fla) =3 Ay
n=0 '

ou seja, f € dada por sua série de Taylor de centro em zy ¢ portanio €
uma funcdo analitica. Além disso, essa série converge em qualquer disco
{aberto) Dy (zq) C U, isto &, o raio de convergéncia R da série acima é
a menor entre as distincias de 2y aos pontos de fronteira de U. O

Por outro lado, uma vez que uma série de poténcias pode ser deri-
vada termo a termo e que a série assim obtida converge no dominio de
convergéncia da série original, concluimos que uma fungio analitica é
holomorfa.

Recorde que, se f é uma funcao holomorfa, um ponto a ¢ uma singu-
laridade (isolada) de f se existe um disco I (a}, centrado em a, tal que
f ¢ holomorfa em todo o disco, exceto no ponto a. A Férmula Integral
de Cauchy (2.2) permite obter uma descri¢do do comportamento de f
em torno de um tal ponto, através do conceito de série de Laurent.

Primeiro um pouco de notagdo. Se p; e pz sdo nlmeros reais satis-
fazendo 0 < pi < py e @ é um niimero complexo, o anel A(a, p1,p2) € 0
conjunto aberto definido por




69

A(“:PlaPE) = {Z cC: 51 <” z—a “< ,02}
A(a, p1,00) denota o anel ilimitado {z € C: py <[} z—~a ||}. Observe
que A(a,0, pa} = Dy, (a) \ {a}. O anel fechado A(a, p1,p2) é 0 conjunto
fechado

A(a’)plapz) = {Z eC: ~ S” z2—a “S P2}
e Afa,p1,00) = {z € C: py <[ 2 - a [}.

O teorema a seguir é muito 1til pois é o primeiro passo no estudo

das singularidades isoladas de fungoes complexas.

Teorema 2.5 (Expansio de Laurent) Sejo f uma funcdo holomor-
fa no anel A{a, p1, p2). Entdo

Z m 7 m—l—Zaﬂ(z—a

e0]
) 1 )
sendo que a série g bm—)m converge absolutamente fora do disco
a

(z -

m=1
. o0 "
fechado Dy, (a) e a série > an(z — a)™ converge absolutamente no disco
n=0

Dy, (a). Além disso, essa expansdo € inica e os coeficientes by, € a, $G0
dados por

_ m—1 >
mef Wz —a) dz , m>1

1
w— a)

Y

onde v é um circulo de ceniro em a, orientado no sentido anti-hordrio
e contido em Ala, p1,02). O

A expans@o de Laurent permite dividir as singularidades isoladas
em trés categorias radicalmente distintas. Suponha que f é uma funcéo
holomorfa no anel A(a,0, p) e considere sua série de Laurent em torno

de a: -
mez_a +Zanz—a

m=1
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Definicdo 2.6 a ¢ singularidade removivel de f se by, =0 para m > 1.
a € polo de ordem k de f se by # 0 e by = Qparam > k. a é
singularidade essenciol de [ se by, # 0 pare ume infinidaede de valores
de m. :

Os resultados seguintes elucidam o comportamente de uma fun-¢io
em torno de uma singularidade isolada:

Proposigao 2.7 Suponha que f ¢é uma funcdo holomorfe no anel
Ala,0,p). Entdo as seguintes afirmativas sao equivalentes:

(i) & é singularidade removivel de f.

(ii) existe o ;ﬂf(z)

(iii) | f| € limitado em algum anel A(a,0,6) C A(e,0,p). m]

Corolario 2.8 Se b, # 0 para algum m > 1, entdo |f| € ilimitado em
qualguer disco de centro em a. o

Quanto aos polos vale a

Proposigao 2.9 Suponha que f é uma funcdo holomorfa no anel
Ala,0,p). Entio, a € um polo de ordem k de f se, e somente se,
h_r}n (z— )" f{2) eziste e é um nimero complezo ndo nulo. m]
Z—ra

Corolario 2.10 Se f € uma fungao holomorfa no anel A(a,0,p) e a €
polo de ordem k de f entdo li_r)n |f(z)| = oc. a
zZ—ra

J4 em. torno de uma singularidade essencial, o comportamento de
uma func¢io holomorfa é incontrolavel. Para se ter uma idéia, um te-
orema devido a Picard afirma que, se a é singularidade essencial de f,
holomorfa no anel A(a,0, p) entdo, dado gqualquer 0. < r < p, a imagem
por f do anel A(a,0,7), f(A(a,0,7)), é todo o plano C, com a possivel
excecdo de no maximo um pontof

o ey
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Exemplos dos trés tipos de singularidades isoladas sdo dados por:

sen z
flz) = , 2# 0. f(2), em principio, ndo estd definida apenas

em z = {} porém, lembrando que
_ 1 iz AN = (iz)" = (—iz)"\ _
senz—ﬂ(e —e )mﬂ(g oy —nz—;) o =
223+Z (iz)" — wzz}n o 1 i (iz)® — (—iz)"
T AT Tl

temos, para z 3 O,

Agora, a série de poténcias acima representa f para z # 0 e também
estd definida em 0. Dessa forma, f admite uma extensio holomorfa a
todos os pontos de C e 0 é singularidade removivel de f. Observe que é

perfeitamente licito escrever f(0) = 1.
z+1

(2 —2)*(z — 1)

isoladas, 2 e ¢ e ambas sdo polos de f, sendo 2 um polo de ordem 2 e ¢

um polo de ordem 1.

Considere agora f(z) = . f tem duas singularidades

Por outro lado, e 1/z = E —- exibe uma singularidade essencial

em 0.

3 Residuos: o ponto de vista de Cauchy

O Teorema de Cauchy (2.1} afirma que, se o disco fechado De(a) estd in-
teiramente contido no dominic da fungdo holomorfa f, entdo

[ f(2)dz = 0. Como se modifica esse resultado caso f temha sin-
Se(a)
gularidade isolada em a? Essa questdo motiva a

Defini¢do 3.1 Se f ¢ uma fungdo holomorfa no anel A{a,0,p), o resi-

duo de f em a, denotado por Res (f), € o coeficiente by do termo

de sua série de Laurent com cenire em a.
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Essa defini¢io é, & primeira vista, um tanto séca. Veremos adiante
que Abel forneceu uma visao geométrica do residuo, no caso particular
de polos.

O enunciado do Teorema dos Residuos apresentado a seguir nao é o
mais geral, porém é suficiente para os objetivos dessas notas.

Teorema 3.2 (Residuos de Cauchy) Seje f uma funcdo holomorfa
num dominio U\ {a1,0a2,...,am}. Suponha quey C U\{a1,02,...,0m}
¢ uma curva de Jordan suave por partes, orientade no sentido anti-
hordrio, tal que a regido fechada e limitada por ela determinada contém
todos os pontas ay, a9, ..., 0m. Entdo
i
omi

f J(2)dz = Res, () + Res, () + -~ + Resa,, (/).
/

]

Note que o teorema acima contém uma versao do Teorema de Cau-
chy (2.1), pois se f é holomorfa em todo o dominio I/ entdo ndo existem
singularidades, portanto todos os residuos sio forcosamente nulos e con-
cluimos que: ‘

L. / f(z)dz=0.
23
v

A demonstracéo do teorema de Abel apresentada nessas notas nao
é a originalmente devida a ele. Optei por uma demonstragio “moder-
na”, que faz uso essencial da seguinte versdo simplificada do chamado
Principio do argumento:

Teorema 3.3 (Principio do argumento.) Sejam f e h fungdes ho-
lomorfas num dominio U C C. Seja v C U uma curva de Jordan suave
por partes, orientada no sentido anti-hordrio, tal que a regido fechada e
limitada por ela determinada estd contide em U. Suponha que f nio se
anula ao longo de y. FEnido

1 O
i = h(E; .
i | M) g 4 LG e )
y &
onde £1,62,...,&p sdo os zeros de f na regido interior ay e mg;(f) € a

multiplicidede de & como zero de f.
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Prova: Antes de mais nada observe que o niimero de zeros de f na
componente limitada determinada por 7y é necessariamente finito. Pelo
Teorema dos Residuos {3.2), a integral acima é a soma dos residuos da
f'(z) '
f(z)
temos duas possibilidades: (i) f(a) # 0, (ii) a ¢ zero de multiplicidade m
de f. O caso (i) fornece nada & integral acima pois o integrando possui
residuo nulo nesse ponto. Resta investigar (ii). Suponha entao que a é
zero de multiplicidade m de f, localizado no interior da regido limitada
determinada por . Nesse caso, num disco Ds{a), 0 < § << 1, vale que
Jf(z) = (z~a)"g(z) onde g(a) # O e g é holomorfa. Por outro lado,
Fl2) = mlz —a)™ tg(z) + (2 — a)™g'(z). Dai vem que

funcao h(z)

na regiao interior a vy. Dado um ponto ¢ nessa regido

fl2)  mo g
@ z-a @ g2’

9'(2)
9(2)

} o3
de poténcias % = Z ¢n(z — a)" e portanto
s n={)

Como

¢ holomorfa em Ds{a) temos que essa ¢ dada por uma série

“":.
O
I
3
+
£
W
l
2
3

flz)  z-a

Por outro lado, a funcdo h tem expanséo centrada em a dada por h{z) =

(o @] [e0]

Ybp(z—a)" = by + Y bu(z — @)". Multiplicando a igualdade acima
=l

=0
ficamos com;

fla) _ bm G
h(z) D aoaT™ ;bm(z a)” +
+ Z bn(z — a)"] [Z enlz — a,)”J .
n=0 n==()
Portanto, o residuo de h(z) f(z) em a é bgm = h{a) mg(f). O

f(z)

. |
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4 Residuos: o ponto de vista de Abel

Abel se dedicou, entre outros assuntos e falando wm tanto vagamente,
ao estudo de corpos de fungdes. Exemplos de tais objetos sdo as funcoes
racionais (quocientes de polindmios) e, malis geralmente, quocientes de
fungdes holomorfas.

Algumas consideragbes sao necessarias para se trabalhar com quoci-
entes de funcdes holomorfas. Antes de mais nada temos a

Defini¢ao 4.1 Uma funcdo f € meromorfa num dominio U se existe
um subconjunto P de U tol que:

(i) P é discreto.

(1) f é holomorfa em U\ P.

{i1¢) f possui wm polo em cada ponio de P.

Observe que essa definigio exclui as singularidades essenciais, por-
tanto, uma funcio meromorfa é aquela gque possui apenas polos ou sin-
gularidades removiveis {como essas tiltimas sdo “falsas”singularidades,
podemos ignora-las e considerar apenas polos).

Proposicio 4.2 Locelmente, uma fungdo € meromorfa se, e somente
se, € o quociente de duas fungdes holomorfas.

Prova: O significado do termo ”localmente”ficard claro ao longo da
demonstrac¢io. Suponha que tenhamos uma fungdo meromorfa f e seja a
um de seus polos, digamos de ordem k. A expansio de Laurent centrada
em o é

by by oo N

_ "k L + an (z —a)” onde by # 0,
% _

—a) ErapP

valida num pequeno anel D, (a)\{a}. Como temos apenas um nimero
finito de termos com poténcias negativas, reduzimos ao mesmo denomi-
nador e ficamos com:

o8]
b+ by_1(z —a) + -+ b (z—a) T+ Y an(z—a)"t*

n=>9_

(= —a)f

s

=




75

9(2)

Mas isso é o quociente =—=, em D) (a), das fun¢fes holomorfas g(z} =

/) k-1, o k k

bptbr_1(z —a)+ Fb(z —a)* '+ an{z —a)" e f(2) = (z — a)~.
=0

Suponha agora que tenhamos u?n quociente de fungdes holomorfas

9tz)

f(z)

f(z) = Z nlz—a) e g(z) Z by (z — a)", expansBes vilidas si-
n={
multaneamente num pequeno dlSCO JDJ (a). Se ap é o primeiro coeficiente

nio nulo na série que define f, entio

e seja ¢ um ponto em torno do qual f e g estdo deflinidas. Escreva

() = (z-a) [ae+arnlz—a)+ -+ arpmlz —a)" + -]
= (e ()
onde ¢(2) = ag +ar+1(z —a)+- - +agim(z — a)™ +- - € holomorfa em

D (a). Andlogamente temos que g(z) = (z — a)™ ¥(z), com ¢ holomorfa
em D¢ (a). Portanto,

9(z) _(z-a)"¥(x) _,  mk ¥(2)
2" e T gy
Agora, Ti((zi = Z—ﬂ: # 0 e conclufmos que a fungio ©(z) = % é
holomorfa num discoe D (a) C D, {a). Seja entdo
O(z) = i en (2 —a)”
n=~£

sua expansio em série de poténcias em Ds{a). Ficamos com
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Essa é a expansdo de Laurent de % em torno de a. Observe que
z
temos um poloem g caso £+ m — k < (. O

A demonstragio acima deixa claro que, se uma funcio tem uma
singularidade essencial no ponto a, entao ela nio pode ser dada na forma

g(z)

f—(—) em nenhuma vizinhanca de a, onde f e g sdo holomorfas.
z

Vamos passar agora a preparagio para se enunciar o Teorema de
Abel. Como se trata de um resultado de natureza local, trabalharemos
em vizinhangas de 0 € C.

Sejam U C € um aberto contendo 0 e A uma funcio meromorfa em
U, com um polo de ordem k& em 0, ou seja, 2 : U\ {0} — C é holomorfa
e 5% 2% h{z) existe e ¢ um nimero complexo nio nulo. Pela Expansio

de Laurent (2.5), existe um disco de raio p centrado em 0, D,(0) C U
tal que, em D,(0) \ {0} ~ se escreve:

bk bi - n H k
h(z):;jc“+...+;+zoanz onde ;%Z h(z) = by # 0.

Reduzindo ao mesmo denominador, como na Proposicio 4.2, temos

00
by, +bk_12+"'+blzk_1+ Z O‘,nzn+k g(z)
h(z) = T L = ) (1)

Z
COm

2
g(z):bk+bk_1z+---—;—blgk—1+zaﬂzn-f-k

=0

e (2)
f(z) = 2",

Como a expansdo de Laurent de & é valida em D, (0), vamos consi-
derar f(z) = z* apenas nesse disco. Temos entdo que [ satisfaz

J:D0(0) = Dy (0)
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¢ sobrejetiva ¢ aberta (essa dltima é uma propriedade satisfeita por
qualquer funcdo holomorfa de uma varidvel complexa). Seja ¢ € I (0)

um nimero complexe nao nulo. Escreva ¢ na forma polar, ¢ = geig. A
pré-imagem de { # 0 por f consiste de exatamente k pontos distintos,
FHO = {&,...,&}, que sdo, as solugdes da equacio 7% = ¢, dadas
explicitamente por

z_(6’+2w(j—1))
&=140 e b J=1k (3)

Também temos que f'(z) = kz*! e portanto, em cada um dos

pontos &, f'(¢;) = k&~ # 0.
Recorde que Resg(h) = b;.

Teorema 4.3 (Abel) Sejam € D (0) um ndmero complezo ndo nulo

e f7H¢)Y = {&,...,&). Entdo:

&

Reso h) = 1

Observagao: O ponto de vista de Cauchy é mais geral, no sentido que
h pode ter singularidade essencial em 0 e o residuo é dado por Reso(h) =
2'.1' - f h{z) dz, onde v é um circulo centrado em 0 de raio menor que p.

Entretanto essa interpretacdo nao se generaliza a dimensdes superiores,
ao passo que ¢ ponto de vista de Abel sim, como serd comentado mais
adiante ao explotarmos a idéia de Grothendieck.

Prova: Comece escolhendo 0 < ¢ << 1 tal que o circulo T' = {z :||
f(2) ||= €} esteja contido em D), (0) (observe que T é de fato o circulo
S 42(0), pois f(z) = zF e portanto || f{z) ||= € é 0 mesmo que || 2* | =,
ou seja, || z = {/c). Em seguida escolha um ponto ¢ € D, (0) \ {0},
de médulo pequeno o suficiente para que todas as suas pré-imagens,
£1,+.., &k, estejam contidas no interior do circulo I'. Para cada ponto &j
escolha um raio 4; > 0 tal que

(i) o disco fechado Dy, (£;) esta inteiramente contido no interior do circulo

T 0 ¢ Ds (&)
(it) Dg, (&) N Dy, (&5) = € para i # J.




78

A figura abaixo ilustra a situacio.

A idéia genial de Abel aparece agora. Temos em maos a fungio

meromorfa h(z) = ?—E% Abel considerou uma deformacido holomorfa
de h, a saber, hy(2) = ?%{_)—E Vamos trabalhar esse estalo de génio.
Defina
_ 1 9(2) .
?/}J(w)—ﬂg / f(z)wwdz i=1,...,k.
84;{65)

Aonde essas funcdes estio definidas? Observe que, se w # 0 entéo a
equacie f(z) = w tem precisamente k solucGes distintas e ndo nulas.
Logo, se tomarmos w num disco suficientemente pequeno, By (), cen-
trado em ¢, as solugdes z1,...,2 de f(z) = w satisfazem z; € Dy, (§;),
portanto, o denominador do integrando que define ¢; néo se anula em
Ss;(&5) e 15 estd bem definida. Além disso, as ¥ sao holomorfas em
; (¢) j4 que podemos derivar sob o sinal de integral ¢ obter

1 g(2)
Pi{w) = — / — e dz.

21 FA RN Tl]

o ey 7O =)

Agora, ao longo dos caminhos S5,(¢;), 7 = 1,.. ., &, a derivada f(z)

ndo se anula e é licito escrever '

o) _ o) ')

fz)—w  fz) flz) —w
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Ponha F,(2) = f(z) —w e G(z) = Jf’((z;) A derivada de F, em relacio
a z é F (2) = f'(z). Portanto,

9z) _ 9e) _fe)  _ o Fal®)
e -w F@ Tw-w 0O

e as 1P; assumem a forma

o) e b 9(z) o1 "w{2)
vilw) = 55 / -0 o / G pm ©
)

S,Sj(fj

para 1 € 7 < k. Em particular,

Essa integral é igual a >~ G{p;) my,;(F;) (pelo Principio do Argumento
(3.3)), onde a soma ¢ sobre todos os zeros de F no interior de Sg,(&;)-
Mas F(z) = f(z} - { e o tnico zero dessa fun¢do no interior de Sg,(£;)
é &;, que tem multiplicidade 1 pois f'(¢;) # 0. Logo,

g9(£5)

$i(¢) = G(&) = i)

(4)

Mostramos que

i kL g(¢;)
Y — J
;%(C) ; e (5)

As k fungbes v1,. .., ¥ estdo definidas numa vizinhanga I, () que
nao contém 0 e, individualmente, nio admitem extensdo holomorfa a
nenhum dominio que contenha 0 e (. Isso vemn do fato que, num fal
dominio, é sempre possivel encontrar um ponto wy tal que {wp € S, (&5)
e nesse caso, o denominador do integrando que define +; se anula sobre
o caminho de integragio Ss,(£;). Outra maneira de ver isso € notar que
f(z) = #* admite a inversa local f~!(w) = &w em torno de cada ponto
z # 0, mas ndo admite inversa local em nenhum dominio que contenha 0.

k
Entretanto, a soma Y, 4;(w) admite extensdo holomorfa a um dominio
j=1
qgue contém 0. Vamos mostrar isso.
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Defina a funcao trago por

wo= g [ ek e o

T

Essa funcdo estd definida para w no disco aberto D, (0), pois nesse
dominio f(z) —w # 0 qualquer que seja z € I' = 5 ¢£(0), e ela é clara-
mente holomorfa nesse disco (derive sob o sinal de integral). O teorema
de Cauchy (2.1) fornece

Dw) = 5 ] fg(z )

= ng ff azz_z% (8)

Ss,;(65)

k
Portanto, Tr é uma extensio holomorfa da funcio ) ¢;. A termino-
i=1
logia “trago”vem dai, pois somamos sobre todas as & raizes de 2w =0,
e esse teorema & também conhecido como o Teorema do Trago de Abel.
O final da demonstragao do teorema € o seguinte:

{—0

=m0 Ff f(i§2) = 2mi f 7 ot

‘ g(&;) &
- J o .
éln}) E f'(fj) = ghm E ’I,DJ(C) = lim Tr({)

Espero que o leitor tenha apreciado a beleza desse resultado.

5 Residuos: o ponto de vista de Grothendieck

O ponto de vista de Abel sobre o residuo de uma fungio meromorfa se
presta admiravelmente bem a uma generalizacio em dimensdes superi-

R B T 0 R ST

S S S FE s it i

o T S e AR A B A AN L
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ores. Me limito aqui a apresentar, sem demonstracoes, as idéias basicas
dessa construgdo. O leitor interessado deve consultar [G] ou [S}.

Suponha que tenhamos uma aplicagdo holomorfa f: W — C7?, onde
W C C" é um aberto conexo contendo 0 € C*, satisfazendo: f(0) =0e
£7H0) = {0} (essa tltima condigao nos diz que 0 é um zero isolado de
). Sejam V = f{W)e U = f~1(V). A partir de agora consideramos a
aplicagio (sobrejetiva)

f:U—V

IS possivel mostrar que f é aberta e prépria. Seja Jf sua matriz jacobi-

ana af
Jf = : 1
/= (33’1)19,3'9
onde f = {(f1,..., fa)

Considere um valor regular ¢ # 0 de f, suficientemente préximo de
0 (um valor regular é um ponto tal que, para todo ponto p em sua pré-
imagem vale det Jf(p) # 0. O teorema de Sard nos diz que tals pontos
sd0 abundantes). B possivel mostrar que o conjunto f71(¢) é finito e
que sua cardinalidade ndo depende do valor regular escolhido (. Na
realidade, o ntimero de pontos de f71(¢) é o grau de Brouwer, digamos
i, da aplicagio ;

[FiB

entre esferas euclidianas, onde ¢ > 0 é suficientemente pequeno. Escreva
entio f~H¢) = {&, ..., &} e seja g : U — C uma funcéo holomorfa.

O residuo de Grothendieck de g relativo a f, em 0, denotado
Res(g, f,0), é definido por:

: S2H0) — §7H0)

Res(g, £,0) =l Z ) (ff

Observe que, em dimensdo 1, essa definicdo é precisamente a des-
coberta por Abel Obviamente, é nccessdrio mostrar que o residuo
Res(g, f,0) estd bem definido e, para isso, existem generalizagdes, em
dimensdes superiores, do teorema do Traco. Ao final se chega a uma
representacao integral de Res(g, f,0) que é a seguinte:

Seja I'e o n-ciclo real T = {z € U : |fi(2)| = &,1 < i < n}, com
orientacio prescrita declarando a n-forma darg fiA---Adarg fy, positiva,
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onde 0 < ¢; << 1. Entdo

Res(g, f,0) = (5;1;;)” / -g dz}f\_._ f/\ d,zn.

€

A motivagio de Grothendieck para definir esse objeto fica evidente
através do teorema de Dualidade Local:
Res(gh, f,0) = 0 para toda funcdo holomorfa h : U — C se, e somente
se, g estd no ideal gerado pelas componentes de f (isso quer dizer que
existern fungdes holomorfas ¢1,..., ¢, tais que g = d1f1 + - + dnfn).
Além dessa importante propriedade cito apenas mais uma. Se g =
det Jf, entdo Res(det Jf, f,0} é o indice de Poincaré-Hopf, em 0, do

campo holomorfo X = fi— + -+ + fn—-.
dz 0z

T
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