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1 Introducao

O estudo das variedades topoldgicas de dimensao trés é, em muitos as-
pectos, a generalizagio do estudo das variedades topologicas de dimensao
dois, ou superficies. Uma variedade topolégica de dimensio n é um
espaco topoldgico de Hausdorff tal que cada ponto possui vizinhanga
homeomorfa a um aberto do R™. Neste texto consideramos variedades
topoldgicas, fechadas (compactas e sem bordo), conexas e orientdveis. A
propriedade que define uma superficie § € local: ao redor de um ponto
qualquer em § existe uma vizinhanca aberta homeomorfa a um aberto
do R2, ou seja, um disco aberto. Se nos deslocarmos um pouco sobre a
superficie, ao redor de outro ponto préximo observaremos outro disco.
Um objetivo interessante é obter uma andlise global das superficies ao
invés de entendé-las localmente. Isto envolve classifica-las, isto é, obter
uma lista sem repeticdo contendo todas elas, e reconhecé-las, ou seja,
poder dizer onde uma dada superficie esta na lista.

A classificacio das superficies é um resultado cldssico da topologia;
diz que uma dada superficie &, a menos de um homeomorfismo, a esfera
ou uma soma conexa de toros (lembramos que neste texto as superficies
sdo fechadas, conexas e orientdveis). A vantagem das superficies sobre
as variedades de dimensio maior é a possibilidade de visualizacao. To-
da superficie pode ser mergulhada no espaco euclidiano R?, um local
onde conseguimos “enxerga-la”. Existem muitas maneiras de obtermos
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Figura 1: A identificacido de pares de lados de um quadrado como indi-
cado acima gera um toro.

superficies. Por exemplo, podemos identificar os lados de um quadrado
para obter um toro, como mostra a figura 1.

Esta identificacdo é feita através de um homeomorfismo de colagem
entre as arestas do quadrado. De maneira geral, em um poligono de
2n lados podemos fazer identificagbes entre pares de arestas para obter
uma superficie; todas as superficies podem ser obtidas através desse
processo {(Radé [16], 1924). Podemos também descrever essas colagens
através de um espago quociente. Definimos uma relacao de equivaléncia
no poligono (como um espago topolégico) que é a colagem de pares de
seus lados. Com isso, obtemos o espago quociente por esta relagio de
equivaléncia, que é a superﬁcie resultante.

Neste artigo serao apresentados trés métodos de construgao de vari-
edades de dimensio trés:

s Método Combinatério

e Método de Heegaard

¢ Cirurgia de Dehn

Nosso objetivo com as variedades de dimenséo trés € o mesmo do ca-
so bidimensional; queremos estudéd-las globalmente, isto é, gostariamos
de obter uma classificac8o, e saber reconhecé-las nesta lista. Porém, a
classificaciio das variedades de dimenséo trés talvez seja o malor pro-
blema em aberto da topologia hoje. Por que existe tal dificuldade?
Os métodos de construcio apresentados neste artigo geram um grande
ntimero de variedades, tornando o processo de classificd-las uma tarefa
dificil. Outro problema estd em obter bons invariantes algébricos. As
superficies possuem bons invariantes algébricos, como a caracteristica
de Euler e o grupo fundamental; duas superficies sio homeomorfas se e
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somente se seus grupos fundamentais forem isomorfos. Mas os invari-
antes algébricos em variedades de dimensfo trés conhecidos (como por
exemplo homologia € cohomologia) nio sdo suficientemente poderosos
para dar informacdes sobre wma classificacio.

Veremos as vantagens e desvantagens de cada método de construcio.
Surgirao muitos exemplos de variedades de dimensao trés, alguns mui-
to simples e intuitivos e outros bastante complexos; iremos perceber as
dificuldades em reconhecé-las e, principalmente, em obter uma classifi-
cacao. Agradego a Claudio Gorodski pelas sugestdes e comentérios e a
Sandro Moscatelli e Henrigue Guidi pela ajuda com as figuras.

2 Meétodo Combinatério

No caso bidimensional, faziamos as identificagbes dos lados de um poli-
gono regular para obter uma superficie. Vamos fazer o andlogo para
obter uma variedade de dimensfo trés. Identificaremos as faces um
poliedro sélido. Este método aparecen inicialmente no trabalho Analysis
Situs [15] de Poincaré em 1895. E interessante que Poincaré considera as
variedades obtidas por este método mergulhadas em R*, e enfatiza que se
a variedade pode ser decomposta em pedagos homeomorfos a poliedros
em R3 de tal forma que a intersec¢io destes pedacos correspondem a
faces do poliedro, entdo, se conhecermos o poliedro e a maneira como
suas faces sao identificadas, teremos uma imagem da variedade, que é
suficiente para estudarmos suas propriedades. Os primeiros exemplos de
variedades obtidas por este método aparecem em Analysis Situs, como a
variedade obtida pela identificacdo das faces opostas do cubo por reflexao
no plano paralelo entre as duas faces (lembramos que se identificarmos
a8 faces de um quadrado, obtemos um toro), a variedade descrita é o
toro em dimenséo trés T°.

Serd que este método sempre fornecers variedades de dimenséo trés?
Observe que 86 é possivel obtermos uma variedade de dimensio trés se
pegarmos um poliedro com nimero par de faces, e se duas faces forem
identificadas elas devem ter o mesmo niimero de arestas. Essas identifi-
ca¢oes (homeomorfismos) que fazemos nao sio fisicas mas sim abstratas,
pois o resultado estd mergulhado em um espaco euclidiano de dimensao
quatro, que ndo conseguimos visualizar. Adiante ficard mais claro o que
queremos dizer com identificacio abstrata. Para simplificar, ao invés de




considerarmos a identificacho dos lados de um poliedro sélido, vamos
identificar um ntimero finito de tetraedros face a face. O matemético
E. Moise demonstrou em 1952 que todas as variedades de dimensao trés
podem ser trianguladas (veja [12]), portanto toda variedade de dimensao
trés é unido de tetraedros sélidos com interiores disjuntos e com exata-
mente dois tetraedros encontrando-se em cada face.

Semn entrar em detalhes da definigio, recordemos que um 0-simplexo
é representado por um ponto, um l-simplexo por um segmento de reta
(e as faces deste simplexo sdo os pontos que unem o segmento), um 2-
simplexo por um tridngulo (cujas faces agora sdo as retas que formam
o tridngulo) e um 3-simplexo por um tetraedro sélido {as faces do 3-
simplexo so as faces do tetraedro). Uma colegdo de simplexos no espago
euclidiano R? é chamado um complexo simplicial de dimensao trés, ou 3-
complexo, se sempre que um simplexo estd na cole¢do, entéio cada uma de
suas faces também estd e dois simplexos sempre se intersectam em uma
face comum. Dizemos que uma variedade de dimenséo trés é triangulavel
se é homeomorfo 4 reunifio de uma colecdo finita de simplexos (que forma
um 3-complexo) considerada como espago topolégico.

Assim sendo, dado um 3-complexo, gostariamos de saber se ele re-
presenta uma variedade de dimensgo trés. Precisamos verificar que todo
ponto no espago resultante possui vizinhanga homeomorfa a uma hola
aberta do R%. H4 quatro tipos de pontos para considerar:

Pontos interiores: Esse caso é imediato. Todo ponto no interior
de um tetraedro possui vizinhanga homeomorfa a um aberto do R3.

Pontos nas faces: Um ponto em uma face de um tetraedro possui
uma vizinhanca que é meia bola aberta. Quando identificamos esta face
com outra obtemos a outra meia bola. Portanto, no espago resultante
os pontos nas faces possuem vizinhanga como uma bola aberta, que é
um aberto do R

Pontos nas arestas: Os pontos nas arestas possuem uma vizi-
nhanca que é como uma cunha aberta (fig.2). Quando fazemos as iden-
tificacdes obtemos varias cunhas abertas coladas. Basta notar que ima-
gem de uma fatia transversal & cunha (veja fig.2) é um disco em R?. Ao
longo de uma aresta vamos identificando os tetraedros, mas esse proces-
so é finito pois a variedade é fechada. Ent8o, se comegarmos a caminhar
ao redor do vértice central que estd na imagem da fatia transversal em
algum momento retornaremos ao ponto em que partimos. Logo,. esse




caminho que fizemos é uma curva fechada, ou seja, o espago que foi en-
globado pela curva é um disco aberto do R?. Assim, o ponto na aresta
{(que corresponde ac ponto ao redor do qual fizemos a caminhada) possui
vizinhanga que é como um cilindro aberto (fig.2), que é homeomorfo a
um aberto do R3.

Figura 2: Antes das identificagbes, os pontos nas arestas possuem vi-
zinhanga como cunhas abertas. Quando vamos identificando, obtemos
véarias cunhas coladas. Basta observar que a imagem transversal & cunha
é um disco em R2.

Pontos nos vértices: Antes das identificacdes, pontos nos vértices
tdm uma vizinhancga que ¢ como um tetraedro aberto. Para simplifi-
car, vamos pensar nessas vizinhangas como pirimides em tridngulos,
onde o dpice da pirdmide é o vértice em questdo (fig.3). As identi-
ficacbes ocorrem ao longo das faces que ndo sdo bases das pirdmides.
Quando vamos identificando os tetraedros, vamos também identifican-
do os tridngulos que sdo bases das pirdmides (fig.3), chamemos esses
tridngulos de triAngulos da base. Esses tridngulos identificados formam
uma variedade de dimensao dois fechada ao redor do vértice em questao.

Serd que essa variedade é a esfera §27 E possivel que nio! Usaremos
a caracteristica de Euler para saber quando essa variedade é a esfera
52, Vamos relacionar o mimero de vérices, arestas e faces (Va, A, F2)
nos tridngulos da base somados sobre todos os vértices no 3-complexo
com o niimero de arestas, faces e tetraedros (As, F3,T3) no 3-complexo.
Para cada aresta de um tetraedro h4 dois vértices do tetraedro, e con-
sequentemente dois tridingulos da base correspondentes a esses vértices.
Nessa aresta do tetraedro temos dois vértices da cada tridngulo da ba-
se. Se somarmos sobre todos os tetraedros teremos a relagio Vo = 2A43.
Com raciocinio andlogo, encontramos as relagdes Ay = 3F3 e Fo = 4T3.




Figura 3: Podemos considerar as vizinhangas de um vértice como
pirdmides em tridngulos, como estd indicado na figura & direita. Quan-
do vamos identificando os tetraedros, vamos também identificando os
tridngulos da base. Esses tridngulos identificados formam uma varie-
dade de dimenséo dois fechada ao redor do vértice em questdio (veja a
figura A esquerda)

Segundo a férmula da caracteristica de Euler encontramos:

Vo — Ao + Fy = 243 — 3F;5 4+ 4T%.

Cada tetraedro possui quatro faces, mas como cada face é identifi-
cada com outra de outro tetraedro, entdo Fy = 4T3/2 = 273, Juntando
isso com a férmula anterior:

Vo — Ag + Fp =245 — 203 + 213,

Agora, cada vizinhanga dos V3 vértices é localmente homeomorfa
3 bola aberta do R® se e somente se Vy — Ay + Fy = 2V3 (ji que a
caracteristica de Euler da esfera S? é 2), o que acontece se e somente se:

243 — 2F3 + 213 = 2V35.

Portanto o 3-complexo é uma variedade de dimensao trés se e so-
mente se: :

V3—A3'-|-F3-—-T3=0.
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Assim, todas as variedades de dimensédo trés possuem caracteristica
de Euler igual a zero! O teorema de Moise garante que todas as varieda-
des de dimensao trés podem ser construidas através da identificacio de
um ndmero finito de tetraedros sélidos. Se obtermos duas variedades di-
ferente através desse método, como saberemos se elas sio homeomorfas
ou nao? A caracteristica de Euler ndo nos ajuda agora pois em todas
as variedades ela é zero. O método combinatério é intuitivo, mas de
visualizagdo dificil.

3 Meétodo de Heegaard

Tentemos visualizar mais exemplos de variedades de dimensdo trés. Va-
mos exibir algumas definigies da esfera S*. Para obtermos S? identi-
ficdvamos dois discos em R? ao longo de suas fronteiras (fig.4).

=

Figura 4: A identificagio de dois discos em R? gera a esfera 5%,

D

Vamos fazer o andlogo em dimensfio maior, ou seja, vamos identificar
duas bolas sélidas ao longo de suas fronteiras. Existe um resultado de
Rolfsen [17] mostrando que a esfera 52 ¢é a tinica variedade de dimensao
trés obtida pela identificacio de duas bolas sdlidas ao longo de suas
fronteiras. N&o iremos colar as duas fronteiras fisicamente, devemos
pensar no processo de maneira abstrata. E como se uma pessoa estivesse
dentro de uma bola e fosse andando em direcio a fronteira até que
conseguiria passar de uma bola para a outra, devido & identificacéo. E
ficil ver que esta definicio de S3 satisfaz a propriedade de variedade de
dimensdo trés. Um ponto dentro de uma das bolas possui, trivialmente,
vizinhanga homeomorfa a um aberto de R3. Pontos na fronteira de uma




das bolas possuem vizinhanga como meia bola aberta; quando fazemos
as identificaces obtemos a outra meia bola (fig.5).

Figura 5: A identificagdo de duas bolas sélidas ao longo das fronteiras €
uma variedade de dimensdo trés, a esfera S,

Ha outra descricio de S?. Podemos fazer a identificacdo de dois
discos ao longo de suas fronteiras sem sair de R? da seguinte maneira:
tome dois discos em R?, retire o centro e um raio de um deles (fig.6).
Entio vamos englobando um disco no outro ao longo das fronteiras. O
que fica por fora é aberto, portanto podemos “esticar” esse disco por
todo o plano. Finalmente, colamos as duas fronteiras e o raio que foi
retirado . Falta devolver ao plano o centro do disco que retiramos; o
denotamos por oo e dessa maneira temos S? = R2U{c0}.

Figura 6: Tome dois discos em R?, retire o centro ¢ um raio de um
deles. Englobe um disco no outro de forma que as duas fronteiras sejam
identificadas.

Podemos fazer o andlogo para S°, onde S% = R3U{co}. A visua-
lizacio nesse caso ainda é possivel. Os pontos com distancia & origem
menor ou igual a um formam a primeira bola, By . Os pontos com
distancia & origem maior ou igual a um junto com o ponto extra {co}
formam a bola Bs. Os pontos que estdo dentro de B, possuem disténcia
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4 origem como sendo a euclidiana usual. Nos pontos a uma distancia
d da origem que é maior ou igual a um, definimos sua distincia & {oc}
como sendo 1/d. Portanto, quanto mais longe estamos de By, mais perto
estamos de {oo}. Isto nos leva a considerar o ponto {co} como o centro
da bola Bs.

Vamos agora identificar dois toros sélidos ao longo de suas fronteiras;
veremos que desta vez diferentes escolhas de identificacdes geram varie-
dades distintas. Primeiro vamos identificar cada curva meridiano de um
toro com uma curva paralelo do segundo. Para que a identificagio seja
injetora devemos impor que cada meridiano de um toro seré levado a
somente um paralelo do outro. A identificacio descrita anteriormente
gera S3, para a nossa surpresa! Podemos enxergar este fato se cortarmos
o primeiro toro ao longo de dois meridianos (fig.7). Cole um dos pedagos
resultantes deste corte no segundo toro, de forma que cada meridiano do
primeiro é levado a somente um paralelo no segundo (fig.7). O resultado
desta colagem ¢ a bola s6lida. Mas o pedago restante do primeiro toro
onde fizemos o corte também é uma bola sélida. Portanto, identificar
dois toros sélidos ao longo de suas fronteiras levando cada curva meridi-
ano do primeiro em um paralelo do segundo é equivalente a identificar
duas bolas sélidas ao longo de suas fronteiras. Pelo resultado de Rolfsen
citado anteriormente, temos que a variedade de dimensao trés resultante
desta identificacio de dois toros sélidos ao longo de suas fronteiras é 53,

Poderiamos tentar identificar um meridiano do primeiro toro a um
{{inico) meridiano do segundo e ac mesmo tempo identificar um paralelo
do primeiro a um paralelo do segundo. Portanto, cada curva meridiano
de um toro serd levada & curva meridiano correspondente no segundo.
Que espécie de variedade serd resultante agora? Cada disco meridional
ser4 identificado com um disco meridional no outro toro. A identificagio
de dois discos sélidos gera a esfera §2, logo os pares de discos meridionais
formam esferas S? na variedade resultante. Seja L uma curva paralelo
no primeiro toro. Em cada ponto z ao longo de L ha uma esfera S?
perpendicular a I na variedade resultante que denotamos por S§2x ST,
ela é uma variedade de dimenséo trés diferente de S°.

Descrevemos duas variedades diferentes, S% e $?x 8!, obtidas pela
identificacio de dois toros sélidos ac longo de suas fronteiras. No primei-
o caso identificamos um meridiano do primeiro toro com um paralele
do outro, no segundo caso identificamos um meridiano do primeiro com




Figura 7: Se identificarmos um meridiano do primeiro toro com um
paralelo do segundo, obteremos a esfera 5°.

um meridiano do segundo. De maneira geral, podemos identificar um
meridiano do primeiro toro com qualquer curva fechada que nfo se in-
tersecta no segundo. Tal curva é chamada curve (p,¢). Uma curva (p,q)
é construida da seguinte maneira: desenhe um paralelo e um meridiano
no toro, onde a curva estd. O ndmero de vezes que a curva atravessa
o paralelo (meridiano) é o pardmetro p (g). Veja na figura abaixo uma
curva (3,2).

Chamamos de espagos lenticulares L(p,q) variedades de dimenséo
trés obtidas pela identificacdo de dois toros sélidos ao longo de suas
fronteiras, onde o meridiano do primeiro é levado a uma curva (p, ¢) no
segundo. Este exemplo foi anunciado por H.Tietze em 1908 (veja [22])




11

Figura 8 Uma curva (3,2) em um toro.

como um dos exemplos mais simples possivels de uma variedade de di-
mensao trés obtida pela identificacdo das faces de um poliedro sélido. A
idéia de construcao de Tietze foi a seguinte: na superficie da bola sélida
B3 desenhamos um cfrculo equatorial e p meridianos igualmente sepa-
rados que separam o hemisfério superior em A, Ay, A, tridngulos, e
0 hemisfério inferior em A7, Aj,...,A, trangulos, com A} abaixo de A\
(fig.9). Entdo, o hemisfério superior ¢ identificado com o inferior apés
uma tor¢do de 27(g/p), onde p e ¢ sfo primos entre si. Tiezte também
notou que este modelo coincide com a definicfo inicial dada.

N2

Figura 9: O hemisfério superior ¢ identificado com o inferior apés uma
torgao de 2m(g/p}, onde p e ¢ sdo primos entre si. Obtemos dessa forma
os espagos lenticulares, L(p, q).

Podemos generalizar mais ainda, identificando dois toros sélidos de
género n ao longo de suas fronteiras. Perceba que existem inimeras ma-
neiras de fazermos estas identificacées; e de fato podemos obter todas as
variedades de dimensao trés por esse processo, que chamamos de método
de Heegaard. Poderfamos assim comegar a fazer uma lista de todas as
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variedades de dimensao trés, ou seja, conseguir classifica-las. Comecari-
amos listando todas as variedades obtidas pelo método de Heegaard com
toros de género zero, e obtemos a esfera S%. Depois listamos as varieda-
des obtidas com toros de género um, e temos os espacgos lenticulares, e
assim por diante. Porém, este processo ndo nos ajuda a obter uma lista,
sem repeticéo, de todas as variedades de dimensao trés porque até hoje
ninguém conseguiu listar as variedades obtidas pelo método de Heegaard
com toros de género dois.

4 Conjectura de Poincaré e Cirurgia de Dehn

Poincaré formulou por volta de 1900 a seguinte conjectura: Se M é
uma, variedade de dimensdo trés fechada, conexa e simplesmente conexa,
entdo M é homeomofa & esfera $°. Em dimensio quatro, porém, a
variedade §2xS? é fechada, conexa e simplesmente conexa, mas nao é
homeomorfa 4 esfera S?. Mesmo assim, existe um teorema andlogo a
conjectura em dimensdo maior: uma variedade n-dimensional fechada
que tem o mesmo tipo de homotopia da esfera S™ é homeomorfa a S™.
Essa conjectura generalizada foi provada para n > 4 por S.Smale [18]
em 1961. O caso n = 4 foi provado por Michael Freedman [6] em 1982,
entretanto a versdo cldssica em dimensdo trés ainda estd sem solugiol.
Como comecariamos a tentar provar a conjectura? Menclonamos que
toda variedade de dimensio trés fechada e conexa pode ser construida
pelo método de Heegaard entre toros de género n; entao para provar
a conjectura bastaria mostrar que se uma variedade de dimensao trés
obtida através do método de Heegaard é simplesmente conexa, entdo ela
é homeomorfa 3 esfera §°. Este método teve sucesso no caso do método
de Heegaard entre toros de género um e dois, mas até hoje ninguém
conseguiu mostrar que um contra-exemplo para a conjectura de Poincaré
nio poderia vir do método de Heegaard entre toros de género trés ou
mais.

Na tentativa de esclarecer a conjectura de Poincaré, o matematico
Max Dehn [5] elaborou, por volta de 1910, uma técnica nova para ob-

1Tyabalhos muito recentes de Grigori Perelman ( [13] ou [14]) desenvolvendo a teo-
ria de Richard Hamilton indicam uma possivel prova da conjectura em dimenséo trés,
entretanto os trabalhos publicados por Perelman levarao meses para serem avaliados
e considerados como prova da conjectura.
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ter variedades de dimensdo trés. No inicio dos anos 60 esta técnica foi
aperfeicoada com a ajuda da teoria dos nds. O exterior de um né é o
complementar de um toro aberto enlacado como um né. O toro aberto
que removemos chama-se vizinhanga tubular de né. Vamos fazer a iden-
tificacho de um toro sélido com o exterior de um nd ao longo de suas
fronteiras. Dado um né K em 53, a operacio de retirar uma vizinhanca
tubular do né e depois fazer a identificagdo com um toro sélido ao lon-
go das fronteiras de maneira que cada curva meridiano do primeiro é
identificado com uma curva (p, ¢) na fronteira do né exterior é chamado
cirurgia de Dehn (fig.10).

Figura 10: A identificagdo de um meridiano de um toro com uma curva
(p,q) na fronteira de um né exterior é chamada de Cirurgia de Dehn.

Observe que fazer a identificacdo de dois toros sdlidos ao longo de
suas fronteiras é um casc especial de cirurgia de Dehn. Para fazer a ci-
rurgia de Dehn em um né trivial (né como um toro) primeiro removemos
uma vizinhanca tubular de um né trivial em S3. Assim, a fronteira do
exterior do né trivial é somente um toro sélide. Agora fazemos a iden-
tificagdo com outro toro sélido identificando cada meridiano deste com
uma curva (p,q) do segundo. Esta descrigdo coincide com os espagos
lenticulares L(p, g). Os espagos L(p, ¢) surgem da cirurgia de Dehn em
um nd trivial.

Poderiamos fazer a cirurgia de Dehn em um entrelacamento de nds
(vérios nés atados uns aos outros) em S®. Para cada componente do
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entrelagamento, retiramos uma vizinhanca tubular e fazemos a iden-
tificagio com um toro sélido. Como temos muitas escolhas de entre-
lacamento e de curvas (p, g) para fazer as identificaces, é de se esperar
que podemos obter indmeros tipos de variedades de dimensio trés por
cirurgia de Dehn. De fato, por volta de 1960 Raymond Lickorish [10]
e Andrew Wallace [23] obteram independentemente um resultado mos-
trando que toda variedade de dimensio trés € obtida através de cirurgia
de Dehn em um entrelacamento de nds em 53,

Porém, mesmo com este grande resultado, obter uma lista completa
e sem repeticio de todas as variedades de dimensao trés obtidas por
cirurgia de Dehn néo é suficiente para entendé-las globalmente. O pro-
blema de saber se duas destas variedades sio homeomorfas ou néo ainda
persiste. Por exemplo, pensando em cirurgia de Dehn em nds simples
{(sem entrelagamentos); poderiamos perguntar se existe mais de uma ci-
rurgia em um né K em S° que gera 5% novamente. Uma cirurgia ¢ a
seguinte: retiramos uma vizinhanca tubular de um dado né K em S3.
Entio identificamos um meridiano do primeiro toro com um meridiano
da fronteira do né exterior. Observe que estamos somente preenchendo
o que estd faltando em S 3, O resultado é $3 novamente.

A pergunta entdo & poderia haver uma segunda cirurgia de Dehn
que identifica um meridiano de um toro sélido com uma curva (p,q) na
fronteira do né exterior que também gera $37 De maneira um pouco
diferente, esta questio foi proposta inicialmente por Tietze em 1908.
Apenas em 1989 os matematicos Cameron Gordon e John Luecke (7]
conseguiram demonstrar que hd wma tinica cirurgia de Dehn em um dado
n6 em S3 que gera S° novamente. Em 1978, Robion Kirby [9] provou
que existe um conjunto de operagGes em uma cirurgia de Dehn tal que se
duas cirurgias de Dehn geram uma mesma variedade, entdo estas duas
cirurgias estdo relacionadas por uma sequéncia destas operagoes, que sdo
conhecidas como cdleulo de Kirby.

O método de Dehn também foi utilizado pelos matemdticos em ten-
tativas de demonstrar a conjectura de Poincaré. Em 1958, R.H.Bing (4]
mostrou que variedades de dimensdo trés obtidas por cirurgia de Dehn
em um né trifdlico (ou curva(3,2)) ndo sdo contra-exemplo da conjectu-
ra. Ao mesmo tempo levantou-se a questdo: para quais nds, além do
trivial e do trifélico a cirurgia de Dehn nfio produz contra-exemplos da
conjectura? Em 1971 Bing organizou as resultados obtidos até entéo
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definindo a chamada Propriedade P. Dado um né K, se a segninte pro-
priedade for valida para K, entdo dizemos que K possui propriedade
P: se uma cirurgia de Dehn em K gerar uma variedade simplesmente
conexa M, entdo M é homeomorfa & esfera S®. Esta condigiio impli-
ca que nenhum contra-exemplo para a conjectura de Poincaré pode ser
produzido através de cirurgia de Dehn em um né K. Ainda hoje é um
problema em aberto, talvez um dos maiores da teoria dos nés, saber se
todos 0s nds possuemn propriedade P.

O estudo de estruturas geométricas, ou geometrias, em variedades
de dimensao trés surgiu por volta do inicio da década de 80 com os tra-
balhos de W.Thurston [21]. A conjectura de Thurston é um problema
famoso da matematica gue propde uma completa caracterizacio da es-
trutura geométrica de variedades de dimensfo trés. Antes de tentarmos
entender a conjectura de Thurston, vamos explorar um pouco o caso bi-
dimensional. Vimos na figura 1 que podemos identificar os lados de um
quadrado para obter um toro. Ao mesmo tempo, podemos preencher
todo o plano euclidiano com quadrados que se encaixam perfeitamente
ao redor de cada vértice, como azulejos que se encaixam perfeitamente
nas paredes. Através desta descrigdo conclue-se que o toro é o espaco
quociente do plano pela acdo de um grupo de recobrimento composto de
isometrias euclidianas. Dessa maneira, pode-se dar ao tore uma estrutu-
ra euclidiana, isto €, wma métrica que o torna localmente isométrico ao
espago euclidiano. Com o bitoro o processo é diferente. Podemos identi-
ficar os lados de um octégono regular para-obter um bitoro. Porém, nio
é possivel preencher o plano euclidiano com octégonos que se encaixam
perfeitamente ao redor de cada vértice. Esse preenchimento s6 é possivel
no plano hiperboélico. Nesse caso, o bitoro admite estrutura hiperbélica,
ou seja, o bitore possui métrica que o torna localmente isométrico ao
plano hiperbdlico. Para uma exposicfo mais detalhada destas idéias,
veja [20] ou [2]. O resultado geral é: a esfera admite estrutura eliptica,
o toro admite estrutura euclidiana e todas as outras superficies admitem
estrutura hiperbdlica.

A conjectura de Thurston é mais geral que a conjectura de Poincaré.
Expondo de maneira simplificada, a conjectura de Thurston diz que se
uma variedade de dimenséo trés for decomposta através de um método
especial, entao os pedagos resultantes de tal decomposigio admitem uma
das seguintes geometrias: geometria euclidiana, hiperboélica, eliptica, ge-
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ometria de S2 x R, geometria de II° x R, geometria de SLoR, geometria
de Nil ou geometria de Sol. W.Thurston obteve a medalha Fields em
1982 pela prova de que a conjectura é véilida em alguns casos especi-
ais. Os trabalhos de G.Perelman estfo relacionados com a conjectura de
Thurston. Apesar destes trabalhos ainda estarem sendo analisados por
especialistas enquanto este artigo é escrito, parece ser consenso o fato
de que Perelman ji contribuiu para um avanco essencial na teoria das
variedades de dimensio trés.
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