MATEMATICA UNIVERSITARIA
n237 — dezembro 2004 — pp. 1-8

Um Teorema bem conhecido

Felipe Acker

1 Introducao

O Teorema do Valor Médio é, sem duvida, um dos pilares do Célculo
Infinitesimal e, é claro, velho conhecido de todos nés. O propédsito deste
artigo é mostrar que ha algo de novo a ser dito sobre o assunto. Mais
especificamente, rompendo com a tradicional demonstragao que comega
com o Teorema de Rolle, apresento aqui uma abordagem que vai dire-
tamente ao Teorema do Valor Médio Generalizado (ou de Cauchy) e se
baseia em um lema simples e geométrico. 1

Para nao dar ao leitor falsas esperangas, deixo claro que a demons-
tragiio utiliza, também, resultados fundamentais de Analise Real (um
teorema deste porte nio pode ser demonstrado sem que lancemos méao
de propriedades que distinguem os reais dos racionais). Recorreremos,
na demonstracio, ao Teorema do Valor Intermedidrio e ao Pringcipio dos
Intervalos Encaixantes, cujos enunciados recordaremos quando entraremn
em cena.

1Uma demonstragao diferente pode ser interessante, sem divida, mas a que aqui
apresento é também um aperitivo para uma remexida em idéias bastante arraigadas
com relagio & possibilidade de generalizar o Teorema do Valor Médio, sob forma
de igualdade, para dimensdes maiores; isto vem a ter implicacoes sobre a visdo que
costumamos ter sobre os teoremas de Green e de Cauchy-Goursat. A este respeito,
sugiro uma olhada no que diz Diendonné na introdugao do capitulo VIII de seu classico
Foundations of Modern Analysis [4] e em meu artigo The Missing Link [1].




Teorema 1.1 Se v € uma curva plana diferenciduvel ligando os pontos
A e B, entdo eviste um ponto P de Y em que a tangenie € paralela ¢
corda AB. 2

A

Figural: Idéia Geométrica

A demonstragio estd baseada no método que todos usarfamos, com
um par de esquadros, para obter, num desenho, o ponto P: comecamos
com a reta r passando por A e B e vamos tirando paralelas a r, obtendo,
em cada caso, um par de pontos de v (na intersecio da nova reta com
), até que o par de pontos feche em P. O lema abaixo vai nos garantir
a possibilidade de obtermos uma seqiiéncia de pares de pontos A, e B,
convergindo para P.

Lema 1.2 Se v: [a,b] — IR? ¢ uma curva plana continua, entdo exris-

tem a e 8 em |a,b], com B — o = 252, tais que a corda ligando v(a) a

Y(B) € paralela a que liga v(a) o v(b).2
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Figura 2: Enunciado do Lema

%Discutiremos mais  frente os detalhes técnicos do enunciado.

5A escolha B — o = ”‘T" ¢ arbitrdria: poderfamos trabalhar com 8 — a =

sendo n qualquer inteiro igual ou superior 4 trés.




2 0O Lema

Comecemos tentando entender por que o Lema é verdadeiro. Vamos
discutir duas idéias.

Primeira idéia: Se v : [a,b] — R? é uma curva plana e h < b — q,
podemos acompanhar a mudanca de diregio do vetor y(t + k) — v(2),
quando ¢ varia de a até b — h.
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Figura 3: Primeira Idéia

O que queremos é achar t tal que v(¢ + h) — v(¢) seja paralelo a
v(b) — «v(a). Ora, o que acontece, pelo menos para h “pequeno”? Se
v(a+h) — v(a) comeca apontande para um lado da reta r que liga {(a)
a +(b), fatalmente acabard apontando para o outro, depois de algum
tempo, pois a curva precisa mudar de diregio para voltar a cruzar 7.
Como essa diregdo varia continuamente, em algum momento (t -+ h) —
(%) terd que ficar paralelo a r.

Observacdo: Se v = (vy,v2) é um vetor que tem a dire¢do de r (como,
no nosso caso, o vetor y(b) —y(a}) e u(t) = (u1(t), ua(t)) € um vetor que
varia continuamente com #, a mudanca do “lado de r para o qual u(t)
aponta”serd captada pela mudanga de sinal do determinante v ® u(t) =
viug(t) — vauy(t), que varia continuamente com ¢. Assim, precisamos
garantir, para u(t) = y(t+h) —¥(t), que o determinante v ® u(t) assume
valores positivos e negativos.




Segunda idéia: Se fizermos uma particio do intervalo [a,b] em n
pedagos, a =ag < a1 < -+ < @p_1 < Gnp, = b, teremos
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Figura4: Segunda Idéia

v(0)=y(a) = [¥(an)=y(an-1)]+ - +lv(ar)=v(ao)] = > _[v(a)—v(ai1)],
i=1

de modo que, para v = v(b) — y(a),

T

0 = v®[y{b)—v(a}] = U®E[’¥(ai)—’r(aim1)} = v [y(a:)—v(aiz1)].

i=1

Ora, se a soma de n nuimeros € zero, entdo ou bem todos sdo nulos, ou
bem hé pelo menos um positivo e um negativo (ou, o que vem a dar no
mesmo: se a média de n ndmeros é m, entdao ou bem sdo todos iguais a
m, ou bem ha pelo menos um superior ¢ um inferior a m).

Discutidas as idéias, podemos enunciar e demonstrar nosse Lema.

Lema 2.1 Seja vy : [a,b] — IR? uma curva continua e seja v um vetor
em IR%. Entdo eziste [c, 8] Cla, b[ tal que:

(1) —a = 3%,

1A demonstraciio a seguir evidencia que ndo é preciso supor que v tenha a diregiio
de (&) —v(a).




O, S i R

(i) ® gLz (v(B) — v(@)) =v® 5 (v(0) = (@) ?

Demonstracao : Fazendo uma particio ¢ = ap < a1 < a2 <az3 =15
do intervalo [a,b] em trés pedagos iguais (a; - @;—1 = -b—gﬁ i =1,2,3),
temos:

1 1 3 1
v @ b_—a(’”/(b) —v(a)) = 3 Zv @ ———(v(as) — y{ai-1))-

a; — Qi—
i1 i i—1

Assim, ou bem os trés termos do somatdrio sao iguais (e estd tudo re-
solvido com & = a1, § = a2), ou bem hd, no somatério, ao menos um
termo superior e um inferior a

() v ® 5 (7(8) — (@)

Neste caso, a aplicacio continua f : [ag, ag] — IR dada por

| =

Ft) =ve Z(y(t+h) — (),

onde

assume valores superiores e inferiores a (x). Pelo Teorema do Valor
Intermedidrio®, existe « em Jao, az| tal que f(a) = (*), cqd.

Observagao: A partigio do intervalo em trés pedagos é, claramente,
arbitréria. Poderfamos ter escolhido, no lugar de 3, qualquer inteiro n,
desde que n > 3. O leitor pode se divertir encontrando um exemplo
que mostre que, para n = 2, o Lema é falso (nao poderemos mais obter

ler, 8] Cla, b).

5Recordamos que, dados dois vetores u = (u1,us), v = (v1,ve) em IR?, estamos
usando a notagic v ®u = vi1uz — v2u1, de forma que v@u = 0 se ¢ somente se w eV’
sao paralelos (linearmente dependentes, em termos mais eruditos).

6Teorema do Valor Intermedidrio: Se f : [a,b] — JR é continua e f(a)f(b) <0,
entdo existe @ em |a, B[ tal que f(a) = 0. '




3 A Derivada

Para melhor compreendermos como passar do Lema ao Teorema, vale a
pena uma pequena digressao sobre o conceito de derivada. Consideremos
uma fungéo f :]a,b[— R e zo em e, .

Proposicao 3.1 Sde eguivalentes:

f(z) = f(z0o)

(¢) lim — = f(zo);
T—xo T iy
(i1) lim HB) = Ha) £ ().

efi—z0 B —

Demonstragio : Comecemos esclarecendo o significado de (i4):

Vex>03W>0|a<z<F,0<f-a<éi= f—(ﬁ;:#—f’(mg) <&,

Daf segue imediatamente, fazendo zp = @ e z = 3 ou vice-versa,
conforme o caso, que (i) = (i}. Para a reciproca, a dica é escrever,
para o < xg < 3,

f8) = fle) B—mp f(ﬂ)“f($0)+ﬂ?o—@ f(zo) — fle)

= i

8-« B—a  fB-—xg B—~a zg—a

e o resultado segue.

Sem entrar em detalhes, cabe observar que a definicio alternativa
dada em (77) é bem mais do que mera curiosidade ou limitada &s cir-
cunstancias deste artigo. Sua versao para formas diferenciais é a definicéio
“analiticamente correta”da derivada exterior, ausente da maioria dos
textos que apresentam formas diferenciais {ver [1],[2] ¢[3]).




4 O Teorema

Dizemos que uma. curva v definida em um intervalo |a, b é derivavel no
ponto t de |a, b[ se existe o limite

7 () = lim [’Y (t+h) — ()]

Se «y é definida por v(t) = (f(£), g(t)), onde f e g sao fungdes definidas
em |a, b e tomando valores em IR, entdo vy é derivavel em t se ¢ somente
se f e g sdo derivéveis em t, e v/ (t) = (f'(t), ¢/ (1))

Teorema do Valor Médio de Cauchy: Seja v : [a,5] — IR? uma
curva continua em [a, b] e derivivel em Ja, b. Entdo existe ¢ em |a, b tal
que

[v(b) — v(a}] @+ (c) = 0.

Estamos em condi¢des de provar, pelo mesmo prego, um resultado
um pouquinho mais geral.

Teorema 4.1 Seja v : [a,b] — IR? uma curva continua em [a,b] e
derivdvel em |a, b e seja v em IR®. Entdo eziste c em |a,b[ tal que

v8(e) =08 ) - 3@

Observacao: Note que o caso que nos interessa é v = v(b) — v(a),
que nos dé o Teorema do Valor Médio de Cauchy. Se v(b) = v(a), 0
Teorema do Valor Médio de Cauchy & trivial. Neste caso obtemos, do
Teorema acima, um resultado adicional: para cada vetor v do plano hd
pelo menos um valor de ¢ para o qual 4/(t) é paralelo a v.

Demonstragdo : Aplicando reiteradamente o Lema, obtemos uma
seqiiéneia [an, ] de intervalos encaixantes? contidos em a, b, tais que,
para todo n:

7Principio dos Intervalos Encaixantes: Se [0, Bn]nev é uma sucessdo de intervalos
encaixantes {isto &, tais que [@n41, But1] C [an, Bn]¥n € IV}, com lifn— o0 [Ba —an] =
0, entao existe um tnico real ¢ na intersegdo de todos os intervalos da sucessic.




(?‘)ﬁn — Qn = 'bnga; .
(#)v ® g [1(ba) — v(an)) = v @ g Iy(B) — v(a)]. ©

Basta entéo tomar para ¢ o ponto intersecdo dos intervalos encaixantes.
Como c estd obrigatoriamente em ]a, b[, v tem derivada em ¢. De acordo
com a Proposicdo anterior, teremos

Jim 2 —[y(f) = 7(en)] = 7'(8),

cqd.
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SEsta é uma sutileza da demonstra¢io : come ndo temos come garantir que
¥(an) # ¥(Bn), precisamos de um vetor v que independa de n.




