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Um Exemplo (simples) de um
Operador Auto-adjunto sem
Autovetores e outros Exemplos

Joéé F. Andrade

1 Introducgao

Nos espacos vetorials com produto interno de dimensao finita valem os
seguintes resultados:

1. Todo operador linear auto-adjunto 7T : V - V possui uma base
ortonormal formada por autovetores de T'.

9. Toda aplicagio linear T : V' — W possui uma adjunta 7% : W —
V.

3. Teorema da representacio do funcional linear: Sea:V — K é
am funcional linear entdo existe um tnico vetor u € V tal que
o(v) = < v,u >, para todo v € V. :

Nosso objetivo principal é apresentar, num espago vetorial de di-
mensio infinita, um exemplo simples de um operador auto-adjunto sem
autovalores nem autovetores. Veremos também no mesmo espago veto-
rial de dimensdo infinita, um exemplo de um operador linear que nao
possui adjunto e de um funcional linear para o qual falha o teorema da
representacio do funcional linear.

Lembramos que, num espago vetorial V' sobre um corpo K, com um
produto interno < , >, um operador linear 7: V — V & auto-adjunto
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quando ele satisfaz a propriedade < T(u),v > = < u, T'(v) > para todos
0s vetores u e v em V. Se R é o corpo dos niimeros reals, no caso
do R™ com o produto interno candnico, 7' : R* — R™ & auto-adjunto
S& e somente se sua matriz na base canénica for uma matriz simétrica,
Se ¢ é um escalar, um vetor nao nulo v é um autovetor associado ao
autovalor ¢ se T(v) = cv. A aplica¢io adjunta T* satisfaz a condicio
<T{v),w>=<v,T*(w) > para todo v € V e todo w ¢ W.

Tanto os livros de dlgebra linear mais antigos voltados para o ensino
de graduagio — veja por exemplo (4], [5] ou [6] - quanto os mais novos
— veja por exemplo (7], [2], [8] ou [1] — tratam de espagos vetoriais de
dimenséo finita. Algumas propriedades destes porém, niao sao validas
para os de dimensfo infinita. Mas estes livros ou nio mencionan estes
fatos ou trazem contra-exemplos em espagos de fungdes com o produto
interno dado por uma integral. Por exemplo, em [5], Hoffman e Kunze
utilizam V' = {polinémios com coeficientes complexos}, com o produto
interno

1
<fg>= fo FH7@ d,

pbara apresentar um exemplo onde o tecrema da representacio do fun-
cional linear néo é valido.

Para apresentar os nossos exemplos, utilizaremos o espaco vetorial
BE™, que serd, introduzido na préxima se¢ao. Este espaco vetorial tem
base enumerdvel, possui um produto interno analogo ao produto interno
candnico do R" e foi utilizado por N. Fowler em (3].

2 O espaco vetorial

Seja R™ o espaco vetorial das sequéncias (a1, as,...,an,...) tais que
a; € R e a; = 0 para todo i suficientemente grande. Para 1 > 1, seja
e; = {0,0,...,0,1,0,...) com 1 na i-ésima posicao. B = {e;;i > 1} é
umg base para R*. Definindo < e;, ej >=0d;,ondedy; =1sei=je
03 = 0se i+ 4, R ¢ um espago vetorial com produto interno e B é
uma base ortonormal. Todo elemento de B é uma, combinacédo linear
finita aje; + ... + aqe,.

Este produto interno generaliza o produto interno usual do R" e,
fixado n, identificando o subespago {(a1,az,...,an,...);a; = 0Vi > n}
com o K™ entdo R™ = Un>1 ™,
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3 Um operador auto-adjunto sem autovetores

Seja T : R°® — R o operador definido por

T(el) = €3,
T(ei) = &1+ e, se i > 1.

Observamos gue se existisse uma matriz quadrada infinita para repre-
sentar este operador, os coeficientes desta matriz seriam 1 nas suas dia-
gonais imediatamente abaixo e acima da diagonal principal e todos os
outros coeficientes seriam nulos, o que daria uma matriz real simétrica,
e desta forma, se ainda valessem as propriedades de espacos de dimenséo
finita, terfamos mostrado que nosso operador T é auto-adjunto. Mas,
como nao existem matrizes infinitas, vamos verificar, através da pro-
priedade < T(u),v » = < u,T(v) > ji mencionada, que T é auto-
adjunto: Dados w e v emn R, escrevemos u = aje1 + asea + ... + @peén
e v = bie) + baea + ... + bpe,. Nao ha problema em supor que u e v
sejam combinacoes de e, ... e, porque, se um deles, digameos v, for com-
binagao de ey,...em com m < n, também serd combinacdo de ey, .. .e,
com by = ... = by, = 0. Temos entdo:

Ty = T aie)
i=1

T T
= Zai8i+1+2 aici—1.
=1 3==2

Fazendo 7 = 1 + 1 no primeiroc somatério acima, e fazendo 7 =4 -~ 1 no
segundo, obtemos:

n-t1

n—1
T(u) = Zaj_mj + Z @j+1€4.
7=2 7=1

Logo,

n-+1 n—
< T(’U,),’U > = < Zaj_lej +
i=2 J

1 n
Qj41E5, E bjéj >
1 =1

n n—1
= Zaj_lbj + Z aj+1bj.
=2 F=1
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Trocando j por ¢ como indice do pentltimo somatério obtemos:
n n—1
<T(w)v>= amibi+ Y ajp1b;. (1)
i=2 j=1
Analogamente,

T() = T be)
i=1

3 T
= E bieir1 + Z biei_1
i=1 1=2
n+1

n—1
= ijﬁlej -+ ij+1ej.
J=2 i=1

Logo,

[ n+1 n—1
<u,Tv)> = < Zajej, Z bj_1e5 + ij+1€j >
G=1 =2 3=1

o) n—1
= Zajbj_l + Z ajbj+1.
=2 j=1

Trocando, na ultima igualdade 5 por & como indice do primeiro so-
matdrio e § por I como indice do segundo, obtemos:

n n-—1
<u,T(v)>= Zakbk_l + Zalbl+1- (2)
k=2 =1

Fazendo [ = i — 1 no segundo somatério de (2), vemos que ele é
igual ao primeiro somatério de (1) e fazendo & = 7 + 1 no primeiro
somatdrio de (2), vemos que ele é igual ao segundo somatério de (1).
Assim < T{u),v > =< u,T(v) > e T é auto-adjunto. '

Vamos agora mostrar que T" ndo tem autovetores:

Suponha que v = aje; +agea+. ..+ anen, com a, # 0, é um elemento
ndo nulo de R*. Logo,

T(v) = aser+ (a;+az)es+ (ag+ag)es + ...
+ (an—Z + an)en—l + ap—1€n + anénya.

e e s e
B : i
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Como a, # 0, para todo ¢ € R, T'(v) ndo pode ser igual a cv, e T
nao tem autovetores.

4 Outros exemplos

4.1 Um operador que nao tem adjunto:
Seja T : R* — R o opcrador definide por
T(a161 + ageq 4+ ... +an6n} = (a1 +as+ ... —}-an) e1-

Vemos da definico que T'(e;) = e1, para todo i. Se T tivesse um adjunto
T*, teriamos:

< e, T (e1) > =< T(e;),e1 >=<eper>=1

Assim, para que a igualdade < e;,T*(e1) > = 1 se verifique para todo 1,
o tnico candidato para T*(e1) é (1,1,...,1,...). Mas (1,1,...,1,.. .} ¢
R* porque possui infinitos coeficientes, na verdade todos, diferentes de
zero. Como ndo foi possivel definir 7*(e1), T nao possul adjunto.

4.2 Teorema da representacio do funcional linear:

Este exemplo é praticamente igual ao anterior. Seja o : B® — Ro
funcional linear definido por

a(arer + asea + ...+ anén) = ap +az+ ... +an.

Se o teorema da representacio do funcional linear fosse vélido para os
espacos vetoriais de dimensdo infinita, neste exemplo terfamos, para
todo 4, 1 = afe;) = < e;,u >, e portanto o tnico candidato ao vetor u
é{1,1,...,1,...), que, como j& vimos, ndo pertence a R%.
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