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R” ndo é homeomorfo a R” — {0} : uma
prova elementar

Tiago Cadla Ribeiro

Em geral, mostra-se que R™ néo é homeomorfo a R™ — {0} utilizando
alguma teoria de homotopia ou homologia. Aqui, apresentamos uma
prova elementar desse fato. Suponhamos que exista um homeomorfismo
@: R? — {0} —+ R™, n > 2. Utilizando que w1 (K) ¢ R* — {0} é um
conjunto compacto sempre que K C R™ for compacto, mostramos que:

1. lim flep(x)]| = +o0;

2. lim [le(z)] = +oo.

||| —+o0

Seja S a esfera unitdria {z € R* : ||zl = 1}. Desde que S ¢
compacto, temos ¢(S) compacto e, portanto, existe p > 0 tal que

w € p(S) = ]l < p (0.1)

Por (1), existe x € R - {0} tal que [jz]| < 1e ()| > p e, por (2),
existe y € R” — {0} tal que |jy|| > 1 e jig(y)| > p. Por outro lado, como
o conjunto dos pontos em R™ cuja distancia 3 origem é maior do que p é
conexo por caminhos, existe y: [0, 1] — K" continua tal que v(0) = ¢(x)

ey(1) = ¢(y) e

|lv(#)]| > p para todo t € [0, 1]. (0.2)

Observamos que @~ o~: [0,1] — R™ — {0} é continua. Além disso

o~ o (@)l = Il < L e o™ ox(D = 1yl > 1.
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Pelo Teorema do Valor Intermediério, existe ¢ € (0,1) tal que ||¢ !o
()| = 1, ou seja,y(t) € »(S). O que, junto com (0.1) e (0.2), evidencia
o desejével absurdo.
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