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Introduc3o a probabilidade
e aos processos estocasticos:

uma exposicdo para quem nao sabe
nada do assunto.

ArTUR O. LOPES

Vamos apresentar neste artigo algumas definigbes preliminares,
exibir alguns exemplos de natureza simples e discutir também algu-
mas {poucas) idéias bésicas da teoria da probabilidade e dos processos
estocisticos. Certas partes desta exposicfio t&m um cardter levemen-
te informal.

Nossa apresentagio visa o leitor que nio tem a menor idéia do
assunto. O objetivo aqui é descrever o ponto de vista probabilistico
ou estatistico (de se analisar um problema matemdtico) em um
nivel elementar.

O rigor matemdtico serd apenas aquele necessdrio para que as idéias
centrais fiquem claras ao leitor.

Considere fixado um conjunto K. Uma probabilidade P em K € uma
lei que associa a cada subconjunto A de K um valor real nao negativo
P(A) menor ou igual a um. O valor P(K) se assume ser igual a um.
Algumas propriedades mais (definicdo 2) serdo requeridas para P.

Fixado o conjunto K, denotamos por P(K) = {A|A C K}, o con-
junto das partes de K.
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Infelizmente, em muitos casos interessantes nio se pode definir PP
(com as tais propriedades que desejamos) em todos os subconjuntos A
de K, ou seja sobre a classe de conjuntos P(K).

Sendo assim, é necessdrio introduzir a seguinte definigio:

Definicdo 1: Uma familia A4 de subconjuntos de um conjunto K é
chamado de o-algebra sobre K no caso em que:

a) o conjunto K pertence a A,

b) se A pertence a A, entdo o complemento K — A também pertence

a A,

c) se {Ap)nen € uma cole¢do enumerdvel de conjuntos em 4, entao
a unido Upen A, também estd em A,

Note que A C P(K). Note também que se {A,)nen é uma colecio
enumeravel de conjuntos em A, entdo a intersecio MpenAn = K —
Unen{K — Ap) estd em A.

Os conjuntos 4 em .4 sio chamados de conjuntos A-mensurdveis,
ou, simplemente conjuntos mensurdveis, se estiver claro qual a sigma-
dlgebra A a qual estamos nos referindo.

Quando K for um conjunto finito ou enumerdvel a Wdnica sigma-
algebra que iremos considerar sobre K serd A = P(K).

Observamos que quando K € finito, entdo P(K) ¢ finito, mas quando
K é enumerdvel infinito, entdo P(K) nio é enumerdvel.

Definicao 2: Uma probabilidade P sobre uma o-dlgebra A de subcon-
juntos de K é uma lei que associa a cada A em A um ntimero real P{A)
tal que

a) P(K) =1,

b) se E, , n € N, é uma colecio enumeravel de subconjuntos de A tal
que B, NEy = 0, param # n, entdo P(UpenBr) = > ey P(En).

Chamamos o par (K, A}, como definido acima, de espago mensurdvel.
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Uma vez fixada a probabilidade P sobre a sigma-dlgebra A chamamos
a tripla (K, A, P) de espago de probabilidade.

Um exemplo simples aparece quando jogamos um dado: existem seis
faces e intuitivamente sabemos que cada uma tem probabilidade 1/6
de sair. Podemos modelar tal problema com K = {1,2,3,4,5,6}, e
P({i}) = 1/6, onde i € K. A sigma 4lgebra A é o conjunto das partes
P(K). A probabilidade de sair 1 ou 2 é 2/6. Ou seja

P({1,2}) = P({1}})+ P({2}) = 1/6 + 1/6 = 2/6.

Este ¢ um problema nao deterministico. Nao podemos afirmar qual
face ird sair ao langar o dado, podemos apenas falar na probabilidade
de sair uma certa face.

A idéia que o conceito geral de probabilidade traduz é que um coxn-
junto A € A tal que P(A) = 0 é de natureza desprezivel (probabilisti-
camente falando), ou seja, w € A nio ocorre em termos probabilisticos
(ou estatisticos). Por sua vez, um conjunto A tal que P(A) = 1 tradus
o fato que w € A ocorre com certeza em termos probabilisticos. Esta-
mos tratando aqui de eventos aleatérios, sendo assim s6 se pode falar da
probabilidade de algo ocorrer. O conjunto A descreve um conjunto de
elementos w com certas propriedades. Quanto maior for o valor P(A),
maior a probabilidade de w € A ocorrer.

No exemplo do dado considerado antes, apenas o conjunto vazio
tem probabilidade zero. Neste caso, nido aparece de maneira muito
transparente o que estamos tentando destacar acima. O problema é que
tomamos um exemplo muito simples. Outros mais complexos aparecerso
em breve.

Quando K for finito ou enumerdvel, ou seja da forma K =
{k1,k2,... . kp} ou K = {ki,ka,...,kn,...}, a probabilidade P sobre
A = P(K) fica especificada apenas pelos valores p; = P({k;}).

¥ usual se denotar o espaco K onde P atua por e denomins-lo
de espago amostral. Um elemento w em 2 serd denominado de uma
amostra de {2 ou também de um evento.

Definicdo 3: Considere K equipado com uma o-dlgebra 4 e V
outro conjunto equipado com uma o-dlgebra G. Uma funcio ¢: K - V
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é chamada de mensurdvel se ¢~!(A) € A para todo A € G.

Consideraremos aqui apenas fungbes mensuriveis ¢ : £ — V, em
que V é finito ou enumerdvel, V = {v1,vs,...,9;,..}, e contido em R
(ou ainda em R™ para algam m natural). O conjunto K nao precisa
necessariamente estar dentro de um R”,

Quando A for P(K), o conjunto das partes de K, entdo qualquer
¢ : K — V é mensuravel.

Em qualquer caso é usual a notago X : (£, 4) — (V,G), ou seja
se utiliza letras maldsculas, para descrever a funcao ¢ = X com as
propriedades acima descritas. A funcio mensurdvel X é usualmente
denominada de vari4vel aleatéria. E comum denotar os elementos de
{} por w e os elementos onde X toma valores por z, logo = denota um
elemento em V (a letra mintscula z correspondendo a maidscula X).
Assim se conisderarmos uma Y : (Q,A) — (V,G) os elementos de V
serdo denominados de y.

Vamos dar um exemplo de um jogo que ilustra tal conceito: considere
um dado com seis faces e que serd jogado uma vez. O jogo é o seguinte:
se sair a face 1 ou 2 ganhamos 1 real, caso contrdrio ganhamos 2 reais.
Considere X : {1,2,3,4,5,6} = £ — {1,2}, tal que

X(1) =1, X(2) =1,X(3) =2,X(4) = 2,X(5) =2, X(6) = 2.

A funcdo X descreve o que vamos ganhar quando se joga o dado em
funcio da face que sai. Neste caso é natural concluir que

P({wlX(w)=1}) =1/3 e P({w|X(w) = 2}) = 2/3.

Seguindo a notagio descrita acima, a sigma-dlgebra a ser considerada
em 26 A="7P({1,2,3,4,5,6}). Ainda V ={1,2} e G =P({1,2}).

E ficil ver que soma, produtos e compostas de fungdes mensuréveis
determinam novas fungdes mensurdveis.

Como outro exemplo de probabilidade, considere uma cidade que
possui populagio de N = 10.000 habitantes e que cada habitante uti-
liza um e apenas um de dois provedores de internet. Suponhamos que
num dade dia 7.000 habitantes utilizam o provedor 1 e 3.000 usam o
provedor 2.
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Neste caso é natural tomar € como o conjunto dos 10.000 habitantes,
A como a classe das partes P(Q) e ainda considerar a probabilidade P
em P(£2) tal que

ntdmero de pessoaé no conjunto A < 0
106.000 '

Seja X : @ = V = {1, 2}, que associa cada habitante a seu provedor
no dia em questdo. Como £ e V' sdo finitos (logo A = P(Q)) entdo X é
mensuravel.

Seja. ¢ : (K, A,P) = (V,G) mensurdvel, entdo fica naturalmente
definido uma probabilidade P sobre (V,§), através de P(B) = P(¢~1(B))
para cada B € G. E facil ver que P é uma probabilidade sobre (V. G).
Algumas vezes denotaremos tal P por Py, para enfatizar que foi obtida
de P através de ¢.

Dado X : (Q, 4, P) = (V,G), diremos que P = Py é a probabilidade
induzida pela fungio mensurdvel (varidvel aleatéria) X e pela probabi-
lidade P.

Tal probabilidade Px é denominada de distribuicdo da varidvel alea-
téria X. Quando X toma valores.reais, ou seja V = R, a probabilidade
Px estard definida para subconjuntos B da reta real.

Em breve veremos que a distribui¢io Px de X é na verdade mais

P(A) =

mmportante que a prépria probabilidade P.
No exemplo que estamos considerando acima, onde definimos X :
2 = V = {1,2}, obtemos, a partir da probabilidade P inicialmente

considerada, uma nova probabilidade P = Py definida acima como -

P({1}) = 0.7 ¢ P({2}) = 0.3. Usando a propriedade aditiva da pro-
babilidade, entdo é claro que disto segue que P({1,2}) = 1. Ainda
P(#) = 0. Deste modo ficaram explicitos os valores de P = Py sobre
P{{1,2}).

Este ¢ um dos exemplos mais simples de probabilidade que con-
seguimos imaginar.

Podemos entdo dizer que utilizar o provedor 1 tem probabilidade 0.7
e utilizar o provedor 2 tem probabilidade 0.3, ou seja Px({1}) =0.7e
Px ({2})=0.3. B preferivel a notagio P(X=1)=0.7 e P(X=2)=0.3.

Acima P(X = 1) significa P({w| X (w) =1}), etc...




40 Artur Q. Lopes

Fixado X, para simplificar a notacdo, muitas vezes nao se diferencia a
probabilidade P (inicialmente considerada} da distribuicfio Px, omitindo
assim expressbes com P ou Py (que age sobre subconjuntos de V} e
usando apenas a letra P (que age sobre subconjuntos de Q). Logo,
quando esta claro de qual X falamos, ndo deve ser motivo de confuséo
falar de P(B) para um conjunto B C V. Neste caso, P(B) = P({w €
Q1 X (w) € B}).

Vamos agora definir 0 que é um processo estocastico.

Definicao 4: Seja (£2, A, P) espago de probabilidade, (5,§) um espago
mensuravel e ainda uma familia de varidveis aleatérias X; indexadas por
um paridmetro t € T, onde T C R, e onde cada X; : (Q, 4, P) — (5,G)
¢ mensurdvel. Dizemos que tal (X;)1er é um processo estocastico. No
presente texto S é sempre finito ou enumeravel e assim G = P(5).

Espaco de pardmetros - O conjunto T # @ contido em R é de-
nominado espaco de pardmetros ou indices do processo. O conjunto T'
possui uma ordem e vamos pensar que para cada ¢ € T a varidvel X;
descreve o que acontece com 0 processo no tempo £.

Dois casos importantes sao:

. Parametro discreto -T = N, ou Z, ou ainda {1,2,...,n}.
Parametro continuo - T = [a,b], ou 7' = {t e R|t > 0} = R ou
ainda T = R.

Defini¢do 5: Espago de Estados - é o conjunto S, ou seja, o elenco
dos possiveis valores de cada varidvel aleatdria X;.

Quando § é finito, S serd suposto da forma {1,2,...,m} ou ainda
{1,2,...,m}*, onde m e k sio nimeros naturais,

O (inico caso que iremos tratar aqui é quando 7 = N.

Para todo w € 0 fixo, e t também fixo, X;(w) determina o valor do
processo no tempo ¢ avaliado em w e algumas vezes ¢ denotado por w;.
Quando w € § estd fixo e ¢ varidvel, os valores Xy(w) = wy descrevem
a evoluciio temporal ao longo do tempo ¢ € T. Usamos a letra grega
w para denotar w = {w;hteT € ST associade a um certo w. Observe
que w € 0 ew € ST. Por exemplo, se¢ § = {1,2,3} e T =N, um w
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poderia ser a seqiiéncia ordenada infinita (2,2,3,1,2,3,1,2,3,3, d) =
(w1, wa, w3, ..., Wy, ... ).

Note ainda que usaremos aqui a seguinte notacio: se o conjunto A
é definido por

A= {w| Xy (w) = a1, Xy, (w) = ag, ..., X, (w) =ap} =

{th = O‘.l,th = a9, ...,th = an}

e B por
B = {lesl = bl:Xﬁ‘z = bga "'1XSm = bm}:

entao
AN B = {w[Xy (w) = a1, X3, (w) = ag, vy Xz (W) = an,

Xsl (w) = bl,st(w) = b2: -"1Xsm ('LU) = m}a

ou seja, sem major preocupacio com a ordem dos tempos envolvidos.
Concretamente, se

A={Xp=1,Xs =3,X5 =4},

B={X,=4,Xs=1,Xs =3,Xp = 2},

podemos denotar AN B, indistintamente como
ANB={X;=4,X=1,X¢ = 3,Xg = 3, Xg = 4, X = 2},
ou como
ANB={Xy=1,Xe=3Xg=4,X1 =4,Xs =1, Xg = 3, Xo = 2}
Note que neste caso
(X1=4,X:=1,X=3,Xs=3,Xs=4,Xy =2} =0,

porque nao se pode existir w tal que Xs(w) =4 e Xg(w) = 3.
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Nao confunda este conjunto com
D#{X1=4,X2=1,X¢=3,Xs €{3,4},Xg =2} =
(X1 =4,X3=1,X6=3,Xg=3,Xg=2} U
{X1=4,X,=1,X6 =3,Xs =4, X9 =2}.
Note ainda que
(X7 €{2,4}, X2 =1,X, € {3,4}} #
(X1 =4,X,=1,X4=3} U
{X1=2,Xs=1,X4 = 4}.

Prosseguindo com o exemplo da cidade com N = 10.000 habitantes,
vamos supor que a cada més se faga uma enquete e cada pessoa informe
qual internet estd usando. Vamos estabelecer que se vai realizar enquetes
em irés oportunidades seguidas com intervalo de um més. Fica assim
determinado que T' = {1,2,3}, § = {1,2} e X; descreve qual provedor
uma determinada pessoa estava utilizando no dia da enquete #-ésima,
te{1,2,3}.

Para simplificar assumimos que em cada més toda pessoa w utiliza
um e apenas um provedor. Neste caso, é natural tomar @ = {1,2,..., N},
e uma amostra w é um habitante da cidade. Neste caso, Xi(w) = ws € S,
t € {1,2,3}, descreve o provedor utilizado pelo individuo w na enquete
t-ésima.

Um elemento w poderia ser, por exemplo, w = (1,2,1) € §7. Este
w corresponde a individuos w tais que usavam a internet 1 no més 1, a
internet 2 no més 2 e a internet 1 no més 3.

As perguntas que estaremos preliminarmente interessados em anali-
sar envolvern por exemplo: qual o valor de

P(X1 =2,Xo=2,X3=1) =
P({w € Qtais que X;(w) =2, thw) =2, X3(w) =1})?

Para efetuar este cilculo, contamos cada individuo que na primeira en-
quete usava o provedor 2, na segunda o mesmo provedor 2 e na terceira
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trocou para o provedor 1. A seguir dividimos o niimero obtido por
N =10.000.
Os possiveis w = (wy, we,w;) tomariam valores em

{1,2}°* = {1,2} x {1,2} x {1,2}.

Note que diferentes pessoas w € £ podem determinar o mesmo valor
w = (weher € {1, 2)5.

Um conceito de fundamental importincia em probabilidade é o de
probabilidade condicional.

Definigdo 6: Fixado ({2, A, P), denotamos por

P(ANB)

P(A!B) :T(BS__’

a probabilidade de ocorrer A dado que ocorreu B. Isto s6 faz sentido, é
claro, se P(B) # 0.

Por exemplo, para saber qual a probabilidade de um estudante do
colégio B passar no exame vestibular da universidade A, considera-se o
quociente

nimero de estudantes do colégio B que passaram na universidade A
nimero de estudantes do coleglo B

Definigdo 7: Fixada uma probabilidade P, dizemos que o evento defi-
nido pelo conjunto A ¢ independente do evento definido pelo conjunto
B se

P(AN B) = P(A) P(B).

No caso em que P(B) # 0, temos que
P{A|B) = P(4).

Esta propriedade descreve o fato que para os conjuntos A, B em con-
sideracgfio, a ocorréncia de A ndo tem nada a ver, em termos estatisticos,
com a ocorréncia de B.
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Definigao 8: Sejam (X, ), P) onde X{w) € Se (Y,Q, ) onde ¥Y(w) €
S1. Diremos que X é independente de Y se para qualquer elementos
a €S CRebe S €R vale que

P(X=a|Ymb)%P(X=a),
ou seja, se
PX=aY=0=P{X=a}n{Y =0b}) =P{X =a}) P({Y =b}).

Como exemplo, considere X a varidvel que descreve a face que sai
quando se joga um dado a primeira vez e ¥ a varidvel que descreve a
face que sai quando jogamos ¢ dado uma segunda vez.

Sejam a,b € {1,2,3,4,5,6} fixados, entdo '

P(X =a,Y =b)=1/36 = (1/6).

Isto porque, temos ao todo 62 possibilidades de saidas de pares or-
denados de faces (z,y) € {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}. O par (a,b}
corresponde a apenas uma possibilidade. Cada par tem a mesma chance
de sair, logo tem mesma probabilidade.

Sendo assim,

P(X=a,Y=0=1/36 = 1/6 1/6 = P(X =a) P(Y =b).

Logo, a face que sai no primeiro lancamento do dado é indepen-
dente do que sai no segundo langamento. I usual colocar o tempo como
pardmetro e assim denominar X = X7 e ¥ = X». Se fossemos lancar a
moeda uma terceira vez, o resultado seria X3

Voltando ao modelo do uso da internet, poderiamos definir uma
varidvel Y tal que Y {w) = 4 se a renda mensal do individuo w é abaixo
de 4.000, 00 reais e Y (w) = 5 caso contrrio. Neste caso, S1 = {4,5}, e
se por acaso X ¢é independente de YV, entfo existe uma clara indicagdo
de que o uso da internet 1 ou 2 é independente da classe de renda do
individuo w.

TN e N S s vl S oo 5w S e e
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Podemos nos perguntar também: qual a probabilidade de uma pes-
soa utilizar a internet 1 na terceira enquete, dado que utilizou a internet
2 nas duas primeiras? Serd que nesta questio especifica existe inde-
pendéncia? '

Para responder tal pergunta devemos calcular

P(X1=2,X2=2X3=1)
P(.X]_ ZZ,XQ :2)

P(X3=1]|X,=2,X,=2) =

Vai existir independéncia (do que acontece no tempo 3 em funcio do
uso anterior no tempo 1 e 2), se, por acaso,

PX1=2,Xy=2X5=1)

= =1).
P(X, =2, X5 =2) PXs=1)

N&o nos parece natural que v4 ocorrer independéncia, pois existe
sempre uma certa dose de inércia nas indoles das pessoas: se um in-
dividuo usava a internet 2 no més 2, entdo o valor da probabilidade que
ele v4 continuar usando a internet 2 no més 3 é maior do que o valor da
probabilidade que ele passe a usar a internet 1 no més 3.

Para responder com certeza a pergunta acima seria necessario obter
os dados exatos sobre os habitantes da tal cidade nestas trés oportu-
nidades e fazer a conta acima.

Consideramos finalmente o caso mais interessante em que T = N ¢
Xt : 82 — {1,2} que vai descrever a evolugio temporal ilimitada do uso
do provedor de cada habitante w da cidade. Uma pergunta natural que
podemos nos fazer neste caso ¢ a seguinte: serd que existem os limites

lim P(Xt = 1) =1,

{—=co

lim P(X; =2) =my7
t—roo
Outra questdo: serd que existe o limite
lim P(X; =1|X; =2)7
t—roo

Um dos objetivos da teoria € atacar questdes desta natureza.
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Para cada amostra w € § fixada, seja a seqiéncia w = {Wi)en =
(Xi(w)heny € {w: N = S} = S¥, que serd denominada de caminho
amostral. Na verdade 0s w = (wt)ten desempenham na teoria um papel
mais fundamental do que os w.

Os exemplos do mundo real, no entanto, muitas vezes aparecem de
maneira natural no dominio dos w € €.

Alertamos o leitor que, fixado o processo estocdstico (X¢)ten, € usual
pao fazer muita distingio entre w e w e também entre {2 e SN, Ou seja,
podemos falar em w € ¥ ou w & SN Faremos esta distingdo apenas
quando isto for necessdrio para esclarecer algum ponto.

Vamos considerar a seguir uma classe importante de processos es-
tocasticos.

Definigdo 9: Fixados (,.4,P), dizemos que o processo X; tomando
valores em S (enumerdvel) e com parametro t € T = N ¢ independente
se para cada n e cada seqiléncia t; <i2 < .. <in, t € T =N, e para
cada seqiiéncia de valores a1, as,...,an € S vale que

P(Xy, = a1, X, = @y, Xy, = 0p) =
P(th = al) P(Xg2 = 0,2) ..... P(th = an).

Vamos voltar ao exemplo do jogo com um dado que mencionamos
antes. Como vimos, neste jogo P(X = 1) = 1/3 e P(X = 2) = 2/3.
Vamos agora jogar o dado sucessivamente e X; val descrever o que ga-
nhamos na jogada t € T = N em fungio da face que saiu. E patural
assumir que para cada t fixo, a varidvel X; é descrita também por X
como acima.

Uma conta ficil (levando em conta o conjunto das possibilidades)
mostra que

2.4.2 16
P(X1=1,X=2X3=1)=—g— =575 =
2
%%E—PXI'—]-)P(X2=2 P(X =1)'

Procedendo de maneira semelhante é ficil ver que

P(th = ay, th = 02y ey X; = an) = .

g2l

e
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P(Xy, = a1) P(Xs, = ag)....P(Xy, = an),

para qualquer seqiiéncia t; < to < ... < i, e a; € {1,2},i € {1,2,...,n}.
Mais explicitamente,

1 2
P(X;, = a1, Xy, = a9,y Xy, =) = (g)k (g)n_ka

onde k£ é o ntimero de valores 1 entre os n valores ay, ag, ..., Gg.
Ou seja, o processo estocdstico associado a jogar o dado sucessivas
vezes (e ver obtemos X =1 ou X = 2) é um processo independente.

Outra questdo: vamos jogar o dado n vezes e denotar por X1, Xa, ..., Xn
os resultados obtidos sucessivamente em ordem de aparecimento; qual a
probabilidade de se obter & vezes X; = 1 (ou seja, sair a face 1 ou 2 do
dado), entre os i € {1,2,3..,n}7 Ora existem

7!
(n— k) E!

possibilidades de isto ocorrer no universo de 2" ocorréncias de X =1
ou X = 2, ou seja dos possiveis resultados X; que se obtém ao jogar o
dado n vezes.
Cada uma das ocorréncias tem probabilidade (1)* (2)"*. Aqui esta-
mos usando a expressao acima que segue da independéncia do processo.
Logo a probabilidade que buscamos vale

7! 1,2
G

(n — k)1 &! (3 e

Mais geralmente, se ocorrer no jogo uma probabilidade p de sair
X =1 e uma probabilidade 1 — p de ocorrer X = 2 em uma jogada, a
probabilidade de ocorrer um total de k vezes 0 X = 1 em n jogadas é
igual a

@ —nfi)! LA

Estamos supondo, é claro, que existe independéncia entre as suces-
sivas jogadas. '

Esta distribuicdo é denominada de Binomial (n,p). Para cada k
temos um valor e a soma destes valores para k =0,1,2,..,n é igual a 1.
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Para checar que a soma destes valores é exatamente igual a 1, pode-
mos usar o Bindmio de Newton:

i
— n—k

Vamos agora dar um exemplo pratico do uso da Teoria das Proba-
bilidades. Uma companhia aérea possui um avido com s lugares. Ela
sabe que em geral ocorre que um certo nimero de pessoas compram a
passagem mas nao aparecem na hora do véo. Entfio ela vende v lu-
gares para o voo ¢ v > 5. Através da experiéncia passada, a companhia
sabe que, em termos estatisticos, existe uma probabilidade p de com-
parecimento. Ou seja, cada individuo, entre as v pessoas que compram
passagem, comparece ao v6o com probabildade p. Qual o risco de que o
nimero de pessoas que comparecem ao vdo supere o nlimero de assentos
57 Ora, primeiro note que se pode supor independéncia na andlise da
questao. Qual probabilidade r(5) de aparecerem j dos v passageiros que
compraram a passagem? Resposta:

!

)= P (1 —pyi.

v— )4l

Logo, a probabilidade de que o ntimero de pessoas que comparecem
a um certo véo supere 0 nimero de assentos s é

> ().

j=s+1

Definigdo 10: Fixados (Q, P, A), (V,V} = (V,P(V)), onde V C R é fini-
to ou enumerdvel, e uma funcio mensurdvel X : (Q, P, 4) — (V, P(V)),
chamamamos de integral de X em relacdo a P, o valor real

Z z P{{wtal que X(w) = z}),

eV

e que serd denotado por [ XdP = [ X (w)dP(w)
E usual chamar [ XdP de esperanca da varidvel aleatdria X.

R

e

Z

pisy

7

T .
S e e s A




Introdugdo & Probabilidade ¢ aos Processos Estocasticos 49

Note que dadas as varidveis aleatérias X Q@ -V CReY : Q) —
V CR, entdo [(X +Y)dP = [ XdP + [YdP.

Vamos calcular agora E(X;) no caso do exemplo do processo inde-
pendente em que jogamos sucessivamente um dado.

Segue da definigdo acima que

B(X;) = /dep
=1.P(X; =1)+2.P(X;=2)=1.1/3 +2.2/3 = 5/3.

Este valor corresponde ao lucro médio esperado quando se joga a
moeda uma vez.

Note que neste caso também vale para qualquer tempo 7 que
E(X;)=5/3.

Para saber a riqueza acumulada até a terceira jogada deveriamos
considerar a varidvel aleatéria Sy = X] + X9 + Xs.

A varidvel S3 estd definida para elementos

(w1, w2, w3) € {1,2,3,4,5,6}°.

Para simplificar a notagéo é usual considerar que embora inicialmente
Xy 1 {1,2,3,4,5,6} — {1,2}, podemos usar a mesma expressio X
para denotar X3 : {1,2,3,4,5,6}% — {1,2}, ou seja, X1 (w1, ws, w3) =
X {wr).

O mesmo vale analogamente para Xy e X3. Este procedimento é
completamente geral e serd utilizado no texto em outros casos similares
sem nenhuma mengéo a esta pequena sutileza. Logo X, X7, X3 e S3
podem ser consideradas todas sobre 0 mesmo dominio {1,2,3,4,5,6}3.

Como a integral é aditiva na funcdo obtemos entao que

E(S3) = E(X)) + B(X3) + E(X3) = 3.5/3 = 5.

S3 descreve o ganho em trés jogadas e é uma varidvel aleatéria
tomando valores em R. Ainda, E(Sy) = E(X1) + E(Xs) + E(X3) +
E(X4) = 20/3.

Se tivermos que estimar o que se ganha na média neste jogo em trés
jogadas, a resposta serd E(S3) = 5.
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Podemos considerar outros jogos em que dependendo da face que sal
uma moeda quando esta é lancada quairo vezes seguidas se ganha uma
certa quantia, ou entdo um jogo de roleta, etc...

Da mesma forma como antes, se pode calcular a esperanca do ganho
auferido em cada um destes diversos jogos. Se tivermos que tomar uma
decisfo sobre qual jogo seria malis lucrativo jogar, a escolha mais sdbia
seria participar daquele que tem o maior valor esperado do ganho.

Vamos apresentar mais um exemplo da importancia do calculo do
valor esperado. No caso da venda de passagem da companhia aérea
discutido previamente, assuma que para cada passageiro que execeda 0s
s assentos disponivels serd necessario pagar uma didria de hotel (até que
saia o préximo vdo no dia seguinte) de 200,00 reais. Qual serd a despesa
média esperada L(v) oriunda do procedimento de vender v passagens
com v > s para um avido de s lugares?

A resposta é

v

Lw)= Y r(j) x (j—s) x 200,00.
j=s+1

Agora devemos calcular, em fung¢do do valor do preco de cada pas-
sagem, o lucro obtido com a venda de v passagens e comparar com o
prejuizo L{v) oriundo do eventual comparecimento de mais de s pas-
sageiros com a venda de v passagens.

Para simplificar nossa andlise nao estamos levando em conta a in-
fluéncia no nimero de assentos necessirios no avido no dia seguinte (na
eventualidade de comparecimento de mais de s passageiros num certo
dia).

A questio relevante para a companhia aérea seria entdo encontrar
para qual v ocorre o valor méximo de lucro esperado. Nao vamos discutir
aqui as eventuais questdes éticas envolvidas no problema.

Apds estes exemplos vamos voltar ao nosso tépico principal, ou seja
os Processos Estocdsticos. :

Voltemos agora ac caso geral de processo estocdstico (X;)ew, sobre
um espago de probabilidade (2, P, A) fixado, onde X; : & — § para

o

i

:

R 1)

s

2

S

s _%qivf;'s] s 2‘ i
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um certo conjunto finito ou enumerdvel 5. O caso que realmente nos
interessa é quando ¢ € N, ou seja, t ilimitado. Neste caso, podemos,
por exemplo, analisar o comportamento limite de um caminho amostral
(wy)ien (com probabilidade 1) obtido do processo, etc...

Por exemplo, no caso em que S = {1,2}, podemos nos perguntar:
fixado w = (ws, wa, w3, .., Wy, ...) SErd que existe o limite

I # vezes que aparece o 1 entre os valores wq, we, w3, ..., W1
1m .

n—oo i1

Como se pode calcular tal valor? Este tipo de resultado ocorre, por
exemplo, para processos independentes e é contemplado-pela Lei dos
Grandes Ntimeros, um dos teoremas mais importantes da Probabilidade
(ver [G] ou [N] para enunciado preciso).

Bxistem w = (w¢)ien para os quais tal limite ndo existe. O que
desejamos saber é se existe um conjunto K ¢ 0 = {1,2}" tal que
P(K) = 1 e para w € K, vale que existe o limite acima. Esta é a
esséncia da visdo probabilistica (ou estatistica) de analisar o problema.

Concretamente, no caso em que se joga sucessivamente uma moeda,
e associamos 1 & cara e 2 & coroa, se X, € {1,2} determina a face que
saiu na jogada n-ésima, sabemos intuitivamente que quando a moeda é
jogada um numero grande de vezes, na média, na metade delas sai cara.
Este fato segue da Lei dos Grandes Nimeros e do fato que o processo
X, neste caso, é independente.

Note que é possivel que saia infinitas vezes cara, o que correspon-
deria ao evento w = (1,1,1,1,1,1,1,1,..). O fato é que elementos desta
forma estéo fora de um conjunto K C 2 = {1,2}N de probabilidade 1

onde vale que

I #vezes que aparece ¢ 1 entre os valores W Wy eiiay Wn—1 1
111t = -,
n—oo 7 2

Voltemos ao exemplo em que uma companhia vende v lugares para
um avido de s lugares, onde v > 3. Vamos supor que a cada dia é ofe-
recido um voo seguindo esta politica, onde v e s estdo fixos. Suponha
que X, descreva o ntimero de passageiros que aparecem no dia n. O
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processo estocastico X, toma valores em S = {0,1,2,3,..,v}. E ra-
zodvel supor que X, é um processo independente. Conforme calculado
antes, L{v) é o valor esperado de gasto com hotel oriundo desta politica.
Uma das conseqiiéncias da Lei dos Grandes Niimeros é gue, neste caso,
se calcularmos o valor médio durante, digamos, 100 dias, iremos obter
aproximadamente o valor L(v). Mais precisamente, seja L, o gasto
no dia n com hotel para passageiros que ndo conseguem lugar no véo
{quando X, > s), entdo da LGN segue que

. L1+L2+...+Ln
~lim =

T—00 '

L{v).

Sendo assim, o gasto estimado em 100 dias seria aproximadamente
100 L(v).

Desejamos esclarecer um ponto importante sobre como séo em geral
introduzidos os modelos na teoria.

Considere T = N, as varidveis X; :  — §, £ € N, a probabilidade
P, etc... Como sempre S ¢ finito, ou, se infinito, entdo ennmersvel.
Considere agora para n fixo, uma sequéncia também fixada de tempos
ordenados, t; <t < ... <, €T

Considere uma seqiiéncia A;, As, ..., A, C S fixada. Considere

P({we Q tais que Xy (w) € A1, Xy, (w) € Ao, ..., Xp, (w) € Ar}) =

P(th € Ay, ng € As, ..., th c An)

Dizemos que P(X;, € Ay, X;, = Asg,..., Xy, = A,) determina a
distribui¢do conjunta das varidveis Xy, Xi,,..., Xy, quando exaurimos
08 possiveis

Aj, A, A, C S

A informagio acima descrita e que é fornecida pelas distintas pos-
sibilidades de todos os n, &1 < fp < .. < ty, € A1, 45, ..., A, C 8 sdo
denominadas das distribuices finito dimensionais. Ela é obtida a partir
do conhecimento explicito de P, de © das X;, onde t € T = N etc...

As distintas classes de Processos Estocdsticos que sdo analisadas em
diversos livros, em geral, ndo sdo apresentadas do modo descrito ini-
cialmente. Se assume em cada modelo, na maioria das vezes, que o




Introduc3o 3 Probabilidade e aos Processos Estocdsticos 53

processo satisfaz certas propriedades baseadas na distribuigdes finito di-
mensionais. Isto é natural quando se busca encontrar modelos e nao se
parte de um exemplo concreto. Apds obtermos uma série de distintos
modelos teéricos é que fard sentido analisar um determinado proble-
ma do mundo real. Entio, nos perguntaremos: em qual dos diversos
modelos tedricos anteriormente estudados melhor se encaixa o fenémeno
natural em analise? Quanto maior for a riqueza e diversidade de mode-
los que tivermos a nossa disposigio, com mais precisio serd descrito o
fenémeno natural e melhor poderio ser as nossas previsdes futuras a seu
respeito. Como se diz, “se na sua caixa de ferramentas, a tinica que est4
disponivel é um martelo, todo problema vai lhe parecer com um prego”.

E necessario que as informacdes das distribuigdes finito dimensionais
satisfagam certas regras de compatibilidade.

Mais exatamente, sio necessirias apenas duas condicbes de com-
patibilidade: a primeira, denominada aditiva, é que para qualquer n,
je{l,2,.,nhti <t <..<th €T, A, A, ...,Aj_l,Aj+1,...,An cS
e Aj, B; C S fixados, vale que
P( Xt1 = Al: oy Xt_,'__l = Aj—la th € Aj:th+1 = Aj+1: ey th_ = An)+

P(th = Al, ey th_l = Aj_l, th = Bj’th-i-l = Aj-’r-l; -y th = An) =

P(Xy, = Aty Xy, = Ajo1, Xy; € A3 U By, Xy,
= Ajt1sen Xt, = An)-
A segunda condi¢io de compatibilidade afirma que para qualquer n,
je{L,2,..,n},
b <y < iy <t; <tjag <o <tg €T,
01502y oy Qjm1y Bjb1; oy O € 8
fixados, vale que

ZP(th = Gl ng_l = aj_1, th =T, th+1 = Ct.j_|_1,.., th - G.n) =
res
P(th = 0]y eeny th_l = 4—1, th+1 = G541y -0y th = an).




54 Artur O. Lopes

A condigao acima descreve apenas o seguinte: fixado um tempo ¢;
qualquer, somar as probabilidades sobre todas as possibilidades r em S,
é a mesma coisa que ndo fazer restrigio alguma no tempo £;

Repetindo, em geral ndo se parte do conhecimento explicito da P,
de Q, das X; : @ — 8, etc..., mas sim supde-se que P satisfaga algo (em

I

termos das distribuicdes finito dimensionais) além, é claro, das condigdes
de compatibilidade.

Um teorema de Kolmogorov afirma que se as informacdes fornecidas
pelas distribuigtes finito dimensionais satisfazem as tais regras de com-
patibilidade, entdo existem P, 2 e F, tais que a partir destes se recupera
o que foi dado de maneira implicita.

st ) T
} 0

Sendo assim, nos referiremos no future a primeira forma de introduzir
um processo estocdstico como explicita e a esta tltima forma (a partir
das distribuigdes finito-dimensionais) como implicita.

No teorema de Kolmogorov, no caso em que T' = N, o conjunto 2
pode ser escolhido como SV, e as varidveis X, ¢t € N, de tal forma que
se w = (a1, ag,as, ..., 01,...) € SN entdo X;(w) = 4.

Desta forma, por exemplo,

{w e QX 1{w) = a1, X = a3, Xy =04} =
{a1} x {az} x § x {as} x SN c SV,

Para a formalizacio completa dos topicos descritos acima referimos
o leitor a alguns hons textos de Probabilidade e Processos Estocasticos
(ver por exemplo [B], [D], [N], [G], (KT1], [KT2]) .

Observamos que P, £ ¢ F n&o sdo unicos. Ou seja, podemos obter
distintos F,  etc... a partir da mesma informacio obtida das dis-
tribui¢es finito-dimensionais. Dito isto, a partir de agora, um pro-
cesso estocdstico {Xp}nen tomando valores em S serd, nada mais nada
menos que uma probabilidade P sobre o conjunto 2 = SN, Ainda, se
w = (Wy, W1, Wa, .oy Wy, ..} € = SN, entdo X,,(w) = wy,. Sobre a sigma-
lgebra F C P(£2) definida no conjunto = S, diremos no momento

apenas que ela contém todos os conjuntos da forma

{w € Q| X, (w) = a1, Xy, = @, X, =} C S,
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onden €N, t; <ty < ... <t,eaia,. .. 0, ES.

Vamos dar um exemplo interessante e que é descrito de maneira
implicita.

Uma matriz P = {Fj;);j=1.2,..» da forma n por n é dita estocastica
se os elementos Fj; da matriz sdo nio negativos e a soma de cada linha
éigual a 1.

Para simplificar a exposi¢io considere S = {1,2} e T'=N.

Neste caso, um exemplo de matriz estocdstica seria

b (1/3 2/3)
a7 3/7)"
Um vetor m = (1, m2) é denominado de vetor de probabilidade sobre
S={l,2}sercR2étalque my,ma > 0em +my=1.
Por exemplo m = (2/5,3/5).
Fixado P e m vamos definir primeiro a probabilidade P sobre §) =

{1,2}" para certos tipos de conjunto.
Por definicio,

P(XO = G‘Oath = a'lthg = aZ}Xi3 == 43, '"1th = an) =
P( {w & Q|X0 = ag,Xh = al,th = a.z,ng = ag,...,th = an}) =
L 1o —t ty—t tn—tn—
Fao ’Pa,}) a1 Pazl agl ’Pag asz"" Pan_l anla
onden €N, ag;€{1,2} e 0=ty <t <ty < .. <ty

Por exemplo, no caso da matriz dois por dois e do vetor de proba-
bilidade descrito acima, obtemos que

12 341
=L I P =
05~ 573 mr2tPu
P({2} x {1} x {1} x {1,2}M) = P(Xo = 2, X1 = 1, X5 = 1).
Afirmamos que, neste caso, as regras de compatibilidade estao sa-
tisfeitas para tal P e assim pelo Teorema de Kolmogorov esta P pode
ser considerada sobre uma certa sigma-dlgebra F C P({). Todos os

conjuntos da forma

{w e | Xog = a‘Uath = al:-th = a2:Xt3 =035y Xt = an}:
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b oo

estao em F.
Este processo é nosso primeire exemplo de Processo de Markov. Em

s BT,

A Too RS R £ Bt Y e

breve vamos falar um pouco mais detalhadamente sobre tais processos.
Os resultados acima sdo descritos detalhadamente no que se deno-
mina de Teoria da Medida ([B],[C],[F]).
Vamos apresentar agora uma ilustracdo concreta da maneira im-
plicita de apresentar um processo estocastico. Para isto serd necessdrio

descrever, antes de mais nada, uma propriedade muito importante.

i

Regra de Bayes: Seja (P,§2,.A) um espago de probabilidade. Con-
sidere duas varidveis aleatdrias, uma X tomando valores em S e outra

)

Y tomando valores em S5.
Entdo, para s; € 51 fixo

s

o R e S R AT

32€.57

BEsta propriedade segue trivialmente de

PX=s)= Y (X=s1eY=s)
82€852

= ) P(X =s))|Y = s3) P(Y = s3),
52€852

que por sua vez segue da propriedade b) da defini¢ao 2.
Uma versdo um pouco mais geral desta propriedade afirmas:

Regra de Bayes: Sgja (P,(2,.A) um espago de probabilidade. Con-
sidere uma varidvel aleatdria X tomando valores em S e um conjunto
Ac A

Entzo,

Pwe A)=>" P(we A|X =5) P(X =s).
se8
A demonstracio deste fato é a mesma do caso anterior.
De maneira heuristica podemos dizer que a regra de Bayes desempe-
nha em probabilidade um papel semelhante ao do teorema fundamental
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no Célculo. Mais exatamente, um informagao global (uma integral no
Célculo) P(w € A) é obtida através de uma totalizagio de informagdes
localizadas (a derivada no Céleulo) Y, o P(w € A|X = s) P(X = s).

A anélise das diversas propriedades de um processo estocistico sers
tdo mais complexa quanto mais intensa forem as relagoes de dependéncia
entre as varidveis. Nesta hierarquia de dificuldade, os mais simples s&o
os processos independentes, depois seguem os Processos de Markov que
serdo analisados brevemente a seguir.

Considere uma pessoa que possui um capital inicial ¢ > 0, onde
¢ é um nimero natural, e que vai participar de um jogo em que uma,
moeda (com probabilidade 1/2 de sair cara e 1/2 de sair coroa) é langada
sucessivamente.

O jogador ganha um real se sai cara e perde um real se sai coroa.

Ele gostaria de atingir um capital fixado ¢ > ¢ > 0. O jogo ter-
mina quando a fortuna do jogador atinge o valor C ou o valor 0. E
natural supor que se o capital inicial ¢ é grande e préximo de ¢ , entio
existe maior probabilidade de o jogador atingir seu objetivo de alcancar
a fortuna C' do que quando o capital inicial ¢ for préximo de zero. Como
quantificar tais probabilidades? Vamos denotar por p{e) a probabilidade
de o jogador entrar em bancarrota, ou seja, atingir ao longo do jogo a
fortuna 0 (antes de atingir o valor C).

Em principio, apenas sabemos que p{0) = 1 e p(C) = 0.

Vamos modelar este problema através de um processo estocistico.
Considere ¢ fixado. Neste caso, tome o espago de estados S={0,1,2, .., C},
T =N, X; é o valor da fortuna no tempo . Considere 0 = {1,2,. C’}N
e a probabilidade P = F, sera descrita a seguir. O ponto fundamental é
que vamos evitar dizer quem é P explicitamente.

Note que P({w|Xy = ¢}) = 1, P({w|Xo # ¢}) = 0. Ainda,
P (Xl = C) = 0.

E mais natural descrever P através de condicionais, mais exata-
mente,

P(Xt+]_ ﬂd'f‘l |Xg—_'—-d) =1/2,

P(.XH_]_ =d—l Ithd) = 1/2,
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para qualquert > lel <d<(C -1,
I claro que segue do estabelecido acima que fixado d, para qualquer
b<d-1,oub>d+1, oumesmo b= d, vale que

P(Xt+1 = b {Xt == d) = O
Ainda, é natural agsumir que
P(Xi11=0]X, =0) =1,

PXy1=C| X =C) =1

Isto é o jogo termina ao ser alcancado um dos valores 0 ou C.

Note que estas informacoes implicitas e ainda a informagio P(Xp =
¢) = 1 sdo suficientes para calcular o valor de P(A) para um conjunto
qualquer A C Q = {1,2,..., C}" que depende apenas de finitas restri¢des
temporais.

De fato, por exemplo, considere ¢ fixado,

1
A==
2

b ] =

P(X():C,X] =C+1):P(X1:C+1|X0=C)p(XU=C)=

Note que é natural no presente exemplo que, para ¢ > 0, e d;, diy1,
dit2 € S valha

P(Xiyg = diya | X = diy X1 = dit1) = P(Xig2 = dip2 | Xiy1 = dia),

pois ¢ valor de X; nfo influencia na probabilidade de X0 = djq0.
E claro que a probabilidade de X;;2 = di2 é influenciada pelo valor
Xi+1 = dz'+1. Por exemplo,

P(Xij42 =3|Xi41 =3) =0,

mas .
P(Xit2=5|Xip1 =4) = ok

A propriedade

P(Xipo =dipo | Xs = ds, X1 = di1) = P(Xipo = dipo | X1 = dija),
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serd denominada de markoviana, e ela afirma em sentido literdrio que
a probabilidade do que vai acontecer num certo tempo depende apenas
do valor da varidvel aleatéria no tempo imediatamente anterior. Os
processos de Markov serdo aqueles que possuem tal propriedade.

Seja dp € 5, sob as hipdteses acima, podemos calcular via condi-
cionais o valor P(Xg =¢, X1 =c+1, Xo = ds).

De fato,

PXo=c¢, X1 =c+1, Xz =dy)
P(X2:d2|X0=C,X1 :C+1)P(X0=C,X1=C+l)=

Observe agora que a informacgio P(Xy = d2|X7 = ¢+ 1) nos foi
fornecida e o valor P(Xy = ¢, X1 = ¢+ 1) j4 foi calculado antes. Logo,
podemos obter o desejado.

Sendo assim, por exemplo, no caso em que ¢ =1,

P({uw]Xo(w) = 1, X1(w) =2, Xp(w) =1}) = (5)*

E usual denotar a probabilidade P guando assumimos que Xy = ¢,
ou seja, quando o capital inicial for ¢, por F,. Este ponto de vista serd
importante a seguir. Vamos analisar a fungdo p(c) como funcao de c.

Hste procedimento que nos permitiu calcular probabilidades de con-
juntos A que dependem de trés coordenadas pode ser também aplicado
para conjuntos A que dependem de m coordenadas temporais através
de um procedimento indutivo semelhante ao descrito acima.

Em resumo, para cada ¢ fixado, as condicionais (e mais a informacao
P{{Xy = c}) = 1) nos permitiram calcular completamente as

Pc(Xt1 =at, ., th-l = a1, Xij = aj:-th+1 = Q415 th, = an):

e, neste caso, é mais natural a introdugdo do processo estocdstico de
maneira implicita do que por via explicita.

Pode-se mostrar que as condigdes de compatibilidade estio satisfeitas
neste caso.
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Para cada ¢, em funcdo das condigdes de compatibilidade, considere
pelo teorema de Kolmogorov o processo X, : @ — S, t € N, I, a proba-
bilidade sobre 2 = {0,1,2, ..., C}" e a sigma-slgebra F (de subconjuntos
de Q). Destacamos o fato que esta sigma-dlgebra F n&o € o conjunto
P(Q). A sigma-dlgebra F nao depende de c.

Lembre que as familias de varidveis aleatérias X; que consideramos
aqui sempre satisfazem a propriedade: se w = (wg, w1, w2, .., Wn,-..)
entdo X;(w) = wy.

Nosso objetivo é resolver o problema: quem é p(c)? Ou seja, calcular
a probabilidade P,(B) do conjunto

B, = B = {w = (wo, w1, ws, ws, ...w, ..) tal que wy =c, wy =0

para algum ¢ > 0, e ainda w; # C para todo r tal que 0 < r <t } =
{w| Xo(w) = ¢, X¢(w) =0 para algum ¢ e X, # C para 0 <r < t}.

Note que o conjunto B, acima depende de infinitas informacgdes.

Este conjunto B, pode-se mostrar (ndo faremos isto aqui neste mo-
mento), estd na sigma-algebra F (que existe em funcao das condigbes de
‘compatibilidade). Fica claro, deste modo, a necessidade de se ter de con-
siderar na teoria uma sigma-algebra aonde fica bem definido o conceito
de probabilidade. Apenas as distribuigdes finito-dimensionais ndo bas-
tam e conjuntos mais complexos, que dependem de infintas coordenadas,
aparecemn de maneira natural em problemas concretos.

Existem eventos wef) que nunca atingem qualquer dos valores
C ou 0. Por exemplo, no caso c=2 e C=5, 0 evento w={wg, W1, Wy, W3, ...
wy, ) = (2,3,2,3,2,3,2,3,2,3...) possuli tal propriedade.

Considere o conjunto

D=D,= {’UJ = (wg,wl,wg,wg,...wt,..) eN= {0, 1,2, ..., C}N,

tal que wy = ¢, wy # C e wy # 0 para todo t € N }.

O conjunto D estd também em F e pode-se mostrar que P(D) =
P,(D) = 0. Este resultado é descrito em [N] [G] quando é analisado o
assim chamado passeic aleatdrio.

o et S s S




Introducdo & Probabilidade e aos Processos Estocasticos 61

Para ilustrar tal afirmacéo ao leitor vamos analisar um caso parti-
cular. Considere C' = 3 e fixemos ¢ = 1, ent&o o conjunto D acima tem
apenas um elemento

D=1{(1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,....)}.

Destacamos aqui o fato que um conjunto com apenas um elemento
pode ter, eventualmente, probabilidade positiva.
Note que

D= nv‘?!.o:l{leO = 11X1 == 2:X2 = 11X3 = 2: ---:XZn—l = 2:X2n = 1}3

e portanto D é um conjunto mensurdvel em F (obtido por interse¢do de
conjuntos de F indexados por um conjunto enumerivel n € N ) e assim
faz sentido perguntar pelo valor P{D).

Como vale a propriedade que se V C U, entdo P(V) < P(U) (pois,
P(V) < (P(V)+ P(U-V)) = P(U)), entio, dado n € N,

P(D) < P({leU =1,X1=2,X=1,X3= 2.
1., -
Xop1 = 2, X9y = 1}) = (5)271 13

para todo n. Note que tomando n grande o valor (%)2“‘1 se torna
arbitrariamente pequeno. Logo P(D) = 0.

Esclarecidos estes pontos de grande importancia, vamos voltar ao
nosso problema.

Considere fixado o niimero natural ¢. Segue da regra de Bayes que
para c¢ tal que C > ¢ > 0, vale que

ple) = Pe(B.) = Po({w € Bc}) =
Fe({w € Be| Xy = ¢+ 1}) P({X1 = c+ 1})+
Pe{w € Be| X1 =c— 1) P({X1 =c—1}) =
Fo({w € Bo| X1 = c+ 1)) 7 + Plfu € Be| Xy = c— 1}) .

O ponto fundamental agora é que para ¢ tal que 0 < ¢ < C, vale que
plc+1) = P({w e B|X1 =c+1}) eplc—1) = P{{w € B.| X, =
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A afirmacao acima, que é absolutamente intuitiva, requer uma prova
formal a qual no sera apresentada aqui.
Chegamos assim a equagdo de diferengas

P({w 1 Xo(w)=¢, X(w)=0 para algum t})=p(c)=3 (ple— 1) +p(c+1),

com a condigiio inicial e final respectivamente p(0) =1 e p(C) = 0. A
solugdo desta equacio é
pA=1- g

como pode ser confirmado por substituicdo na equagéo.

Esta férmula d4 o valor exato da dependéncia da probabilidade p(c)
em funcio da proximidade de c a C. 7

Em conclusdo: utilizando a Regra de Bayes, ou seja condicionando,
obtivemos uma equacio de diferencas e a partir dai obtivemos a solugao
do problema que buscdvamos. Nio foi necessrio calcular a probabili-
dade de nenhum conjunto especifico! Variagoes destas idéias nos per-
mitem obter solugées explicitas do valor de certas probabilidades que se
deseja encontrar em inimeros casos.

Uma das Regras de Ouro da Probabilidade: na dtvida, condicione!

Vamos dar a seguir um outro exemplo da maneira de descrever uma
familia de processos estocdsticos através de uma maneira implicita.

Definicdo 11: Dizemos que o processo X; tomando valores em S (enu-
meravel) com parametro ¢ € T = N é estaciondrio se para cada n e cada
seqiiéncia t; < fp < ... < tn, onde t; € T, ¢t > 0 e para cada sequéncia
ag, G2, ..., Gy, Onde @; € 5 vale que

P(th =a, th ) PR Xtﬂ = an) =

P(Xt1+t = 4ay, Xt2+t = a4z, ...-- thﬂ+t = G'n)-

Os processos estaciondrios sfo aqueles em que um deslocamento uni-
forme de um valor £, em todos os tempos envolvidos na distribuigao
conjunta, ndo altera esta.

Neste caso, por exemplo, para s fixo qualquer em §

P(X) = 5) =P(X141 =8) = P(X2 =s).
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Consideramos acima t =1, n=1,a; =sef; = 1.
Ainda,

P(Xg=3)=P(X2+1=S)=P-(X2m3)=P(X1=S),

e assimn por diante...

Estas propriedades podem nio ser verdadeiras se o processo X nio
¢é estacionario. Por exemplo, no caso do jogo da moeda descrito anteri-
ormente em que o capital inicial era ¢, temos que P{X = ¢} = 1, mas
P(X; = ¢) = 0. Logo, neste caso, o0 processo ndo é estaciondrio.

Muitos processos importantes sdo estaciondrios.

Vamos finalizar este artigo com um exemplo de processo estaciondrio.
Seja §={1,2,8} e T=N. |

Seja uma matriz P = (Pjj)i ;123 da forma trés por trés tal que os
elementos Pj; da matriz sdio positivos e a soma de cada linha € igual a 1.

Tal matriz é um caso particular de matriz estocdstica.

Por exemplo,

1/3 1/3 1/3
P=|4/7 2/7 17
2/5 2/5 1/5

¢ uma. matriz que satisfaz as condigdes acima estipuladas.

Seja um vetor m = (my, 2, w3) de probabilidade sobre § = {1,2,3},
isto é, se m € R® é tal que w1y, Mo, m3 > 0em +mp+mg=1.

Fixado P e 7 vamos definir primeiro a probabilidade P sobre Q =
{1,2, 3N para certos tipos de conjunto. ‘

Por definigéo,

P(Xo = ag,th = al,Xt2 = ag,th = a;;,...,X;n = an) =

%3 to—t1 plz—t2 fn—tn—1
WG-O Pﬂu a1 ’Pa1 ag Pag az *" ‘Pa.::;_‘lr:lﬂ 7

onden €N, e; €{1,2,3} e 0=ty <l <t2 < ... <ty
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Pode-se mostrar que estfo satisfeitas as condigdes de compatibilidade
de Kolmogorov no presente caso.

Uma pergunta natural é; que propriedade deve possuir = para que o
processo acima definido seja estacionario?

Ora

3 : 3
PXi=a)= 3 P(Xo=00,X1=01)= Y 7ap Pagas-

oo=1 ag=1

Neste caso, fazendo a; variar em {1,2,3} obtemos que em forma
matricial, a expressdo acima significa

Py Py Py
(71‘1 e ?Ts) Py Py Pp| =
Py Py P

(Pi=1) Peti=2 Pxi=3),

onde P;; sdo as entradas da matriz P.

Sendo assim, se desejamos que para todo a; € {1, 2,3} valha que
P(Xl = al) = P(Xg = 0.1) = Tay,

entio é necessdrio que

TP =m.

Acima estamos fazendo o produto de um vetor w (uma matriz 3
por 1) por uma matriz P (trés por trés) e obtendo o vetor .

Ou seja, buscamos um autovetor associado ao autovalor 1 (estamos
acima considerando a matriz P agindo em vetores a esquerda).
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Sendo assim 7 ser autovetor de P associado ao autovalor 1 é con-
dicdo necessdria para que o processo seja estaciondrio. Pode-se mostrar
também que esta condigéo é suficiente (ver [N], [G]).

Outra pergunta natural é se tal autovetor 7 é inico. A resposta no
caso da matriz P em anilise é que tal 7 € dnico.

Isto é sempre verdade para qualquer matriz estocdstica P (da forma n
por n) que tem todas as entradas estritamente positivas. Vamos mostrar
este fato no caso de matrizes n por n.

Defini¢gdo 12: Fixado S com cardinalidade n denotamos por £ = Xg
0 seguinte conjunto:

x= {(p15p25 ----:pn)| tal que p; > 0, p; +p2+ ..+ P = 1}

Proposigao 1: Seja P mairiz estocdstice da forma n por n. A funcdo

T:%— Z; tal que u = T((PI:P2;---:Pn)) =PP: onde p = (Pl:P2,---aPn);
estd bem definida.

Demonstragao: Para ver que T estd bem definida analisemos primeiro
que 0 caso em que p = e; € ¥ (o vetor que ¢é nulo a menos da posigio
s € §) para um s fixo. Denote entdo v® = ¢,P = T'(e,}). As ordenadas
de v° séo dadas por (v})jes = v° = esP = (P(s,))jes-

Por exemplo, no caso de matriz estocdstica 3 por 3, se e; = (0, 1,0)
entio

Py Py P
(0 1 0) Py Py Pp| = (Pm Py, st) = v%
Py Py Py

Note que 3 ;e vf = 3. P(s,7) = 1 (pois a matriz é estocastica).
Logo v° € I.
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Vamos agora ao caso geral: ora, um p € 3 qualquer ¢ dado por p =
2 scs Ps€s, onde Y o ps = 1; o resultado entdo segue por linearidade:
seja (uj)jes = u = pP = T{p), ora,

(Y pies) = o piTle) = Yopar® = u= (wy)jes.

SES sES SES
Agora, |
SRS SIS 3 SRR S DD SEEH
M=) jes se8 sel j€8 SES jES sES

Logo, u =T(p) € L.
O

No resultado acima ndo se exige que P tenha todas as entradas es-
tritamente positivas.

k2]

Figura 1

O Teorema do ponto fixo de Brouder [L] afirma que qualquer fun¢io
continua de um disco de R"! em si mesmo tem um ponto fixo. Segue
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da proposi¢do acima (e do fato que ¥ é homeomorfo a um disco de R* 1)
que sempre se pode encontrar um autovetor 7 associado ao autovalor 1
para P estocastica (veja figura 1 que exibe o caso em que n = 3). De fato,
considere 7' : ¥ —+ ¥ (que é continua) ¢ aplique o teorema. Logo, dada
a matriz P podemos escolher m que nos determina pelo procedimento
acima um processo estocastico estaciondrio.

Se a matriz estocéstica P (da forma n por n) tiver todas as entradas
positivas, a transformacgdo T acima agindo em X serd uma contracio
(ver definicio em [L}) e assim o ponto fixo 7 serd tinico. Deixamos a
demostragao deste fato a cargo do leitor. Logo, neste caso, o autovetor
7 associado ao autovalor 1 para P é tinico.

- Para concluir gostariamos de dizer que a Teoria dos Processos Es-
tocdsticos € atualmente wma drea de intenso trabalho de pesquisa em
Matemadtica. Problemas de grande complexidade e sofisticagio mate-
mética aparecem de maneira natural. Além disto, os modelos que sdo
analisados nesta teoria sdo de grande utilidade em aplicagbes & diver-
sas dreas do conhecimento: Engenharia, Biologia, Medicina, Economia,
Geologia, Quimica, Metereologia, etc...
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