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Transformacoes do plano que
aplicam retas em retas

PLACIDO FRANCISCO DE ASSIS ANDRADE

Resumo: Seja B : B2 — R? uma funcio biunivoca tal que
B(0,0) = (0,0). Se B é uma transformacio linear entdo B aph-
ca retas em retas. Provamos a reciproca desse fato conhecido
mas dificil de ser encontrado na literatura utilizando técaicas ele-
mentares e acessiveis a um aluno do segundo ano de um Curso de

Graduacio.

Nessas notas demonstraremos o seguinte resultado que, essencial-

mente, ¢ o teorema fundamental da geometria projetiva plana.

Teorema 1. Seja B : R? — R? uma fungéo biuntvoca tal que B(0,0) =

(0,0). Se B aplica retas em retas entdo B ¢ uma transformacdo linear.

O termo “aplica retas em retas” significa que a imagem de uma reta
estd contida numa reta. Demonstracdes do resultado, bem como, de
generaliza¢des,! podem ser encontradas na literatura mas com o emprego
de técnicas algébricas sofisticadas. E bem conhecida a reciproca dagquele
teorema: Uma transformagéo linear invertivel B : R? — R2 aplica retas
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em retas. Denotaremos por e) e e os dois elementos da base canénica,
do R? e por o o vetor nulo.

O exercicio a seguir estd proposto em muitos textos bésicos de Alge-
bra. Tecnicamente falando, ¢ pedido para mostrar que o 1inico homo-
morfismo nio nulo no corpo dos reais € a identidade.

Exercicio 1: Se f : R — R é uma fungdo ndo identicamente nula tal

que para quaisquer z e y reais valem as igualdades f(z+y) = f{z)+ f(v)
e f(zy) = f(z)/f(y) entdo f(z) = z.

Reéordamos que uma reta [ contida em R? é um subconjunto definido
por uma equacio linear, por exemplo, [ = {(z,y) € R?; ax+by+c = 0}.
Um vetor p € R? pertence a reta | se suas coordenadas satisfazem a
equacdo que a define. Os termos ponto, elemento e vefor de R? té&m o
mesmo significado.

Prova do Teorema 1 Sejam [ e k duas retas em R?. Deixamos uma
questdo aos cuidados do leitor: se existem dois pontos g1, g2 € { tais que
B{q1),B(g2) € k entdo B(l) C k.

Afirmacdo 1: Sel, k C R? sio duas retas tais que B(I) C kentdo B(I) =k
¢ [ é a 1inica reta cuja imagem estd contida em k.
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Vamos supor, por absurdo, que exista um ponto ¢ € k mas q ¢ B(!).
Como B ¢ biunivoca existe um dinico ponto g tal que B{gqg) = gq. B
claro que gy ¢ {. Seja ) uma reta que contém gy e é perpendicular 3 {
em ¢; € l. Como B aplica retas em retas e B(gg), B(q:) € k estio em
B(lh) Ck.

Agora, dado um ponto qualquer p de R?, ele pertence a uma reta
l2 que intercepta [ U!; em pelo menos dois pontos, digamos p; e po.
Novamente, como B(p;}, B(p2) € k segue que B(lp) C k. Isto mostra que
B(R?) C k. Uma, contradicdo, pois estamos supondo que B ¢é sobrejetiva.
Portanto, s6 existe a reta [ tal que B(l) = k.

Afirmacao 2: A imagem por B de quaisquer duas retas paralelas I, e I,
880 duas retas paralelas.

Pelo visto, as suas imagens B{l;) e B(ls) sdo retas distintas. Supo-
nha, por absurdo, que exista um ponto na intersegio p € B(l;) N B(ly).
Sendo assim, a pré-imagem B~!(p) tem pelo menos dois pontos, um em
cada reta paralela, contradizendo a hipétese de B ser biunivoca.

Afirmacio 3: Se {v,w} ¢ uma base de R? entio {B(v), B(w)} é uma
base e B(v + w) = B(v) + B(w).

0 B(0)

A hipétese sobre {v, w} ser uma base implica que v e w ndo sio nulos
¢ 830 nao colineares. Sejam Iy e Iy as retas distintas que concorrem na
origem o e tais que v € I; e w € l3. Sendo assim, {v +w} = iy N},
em que !f é a reta que passa por w e ¢ paralela & reta Iy enquanto I} é
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a reta que passa por v e é paralela & lo. Examinemos as imagens por B

das retas acima,
B(o),B(v) € k1 =B(li} e  Blo),B{w) € ka = B(la).

Como sabemos, k1 e ky sdo retas distintas, logo, 8 = {B(v), B{w)} é
uma base de R? pois nenhum vetor é nulo e sdo nio colineares. Agora,
as retas k] = B(l}) e ky = B(l}) sdo retas que passam, respectivamente,
por B{w) e B(v) e sio paralelas, respectivamente, & k; e ky. E claro que
{B(v) + B{w)} = k] N k5. Por outro lado, {B(v +w)} = B{I{ Nl) =
ki 1 kY, portanto, B(v + w) = B(v) + B(w).

Afirmacéo 4: Existe uma transformacio linear invertivel A : R? — R?
tal que a fungio composta C = A~ o B ¢ expressa na forma C(z,y) =
(f(z),9{y)), em que f,g : R — R sdo biunivocas, f(0) = g{0) = 0 e
f(1) = ¢g{1) = 1. E mais, C satisfaz as hip6teses do teorema.

Pela afirmagéo anterior, sabemos que 8 = {B(e;), B(ez}} é uma base
R2%. Seja A : R? — R? a transformacdo linear tal que A(e;) = B(e1)
e A(es) = Blez). Mais precisamente, seja A(z,y) = zB(e1) + yB(ea).
Como § é uma base entfio A é invertivel . Recordamos que A™' é uma
transformacao linear.

Sendo uma transformacio linear, A~ aplica retas em retas, A~*(0) =
o e, sendo invertivel, A™! é sobrejetiva. Agora, é imediato concluir que
C = A~1 o B também é uma aplicagio biunivoca, aplica retas em retas
e C(o) = o. Portanto, C satisfaz todas as hipéteses do Teorema 1.

Por construgéo, C(o) = o, C(ey) = e; e C(ez) = eq. Pela Afirmacio
1, concluimos que C preserva os eixos oz e oy. Logo, pela Afirmacio
2, C' transforma retas horizontais em retas horizontais enquanto retas
verticais sfo transformadas em retas verticais. Isto é suficiente para
mostrar que C(z,y) = (f(z),9{y)). A biunicidade de f e g e os valores
nos pontos enunciados deixaremos como exercicio.
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Iremos mostrar que C = id. Disto segue que A = B, portanto, B é
uma fransformacao linear.

Afirmagdo 5: As funcBes coordenadas de C(z,y) s@o aditivas, ou seja,
Flz1+22) = flz1) + flx2) e g(yr + y2) = g(y1) + g(y2).

Examinemos apenas f, o estudo de g é similar. Dados z; e z5. Se
%1 # 0, considere a base {v,w} do R?, em que v = (21,0) e w = (x3,1).
Pela Afirmacéo 3, vale a aditividade C{v+w) = C(v)+C(w), implicando
que f(z1 + z2)} = f(z1) + f(z2). Se 21 = 0, como f(0) = 0, é imediato
verificar que f(z1 + z2) = f(z1) + f(z2).

Afirmagdo 6: f =g e f(zi1ze) = f(z1) f(z2).

Seja o« € R. Consideremos uma reta com inclinagio o, digamos
I : y = az + by, e calculemos a inclinagdo i(a) da reta imagem C(!).
Para isto, sejam (0,bp) e (2, az + by) dois pontos distintos de I. I claro
que z # 0 e f(x) # 0. A inclinagdo da reta C(l) é

o glaz +by) —g(by)  glox)
=" -~ i@

A ultima igualdade é justificada por g{az+by) = g{az)+g(b) e F(0) =

0. Avaliando em z = 1 obtemos que i(a) = g(a) pois f(1) = 1. Logo,
g(az) = g(a)f(z) para quaisquer z e o. Avaliando em & = 1 conclufmos
que g = f pois g(1) = 1. Portanto, f{az) = f(a)f(z) e temos mostrado
que [ é um automorfismo nio nulo da reta.

Concluindo. Pelo exercicio enunciado no inicio, obtemos que f(z) =
z = g(z). Logo, Clz,y) = (f(2),9(y)) = (z,¥), encerrando a demons-
tragao. O

Com argumentos analogos, demonstre o teorema abaixo quando n =

3 e use inducao para o caso geral.
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Teorema 2. Seja B : R* — R™ uma fungdo biunivoca tal que B(o) = o. Z: |
Se B aplica hiperplanos em hiperplanos entdo B € um transformacdo :

linear. -
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