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Os problemas da base incondicional
e do espaco homogéneo

(GERALDO BOTELHO E DANIEL PELLEGRINO

Problemas importantes cujas solugtes resistem ao tempo e se mos-
tram especialmente dificeis sempre foram fatores fundamentais no desen-
volvimento da Matematica. A atividade e o dinamismo de uma drea da
Matematica podem ser medidos pela atracdo despertada pelos proble-
mags abertos da drea. Nosso objetivo neste artigo é descrever dois proble-
mas da Andlise Funcional que atrafram a atencao dos especialistas por
décadas, conhecidos como problema da seqiiéncia bésica incondicicnal
{ou problema da base incondicional} e problema do espago de Banach
homogéneo. Tentaremos também dar uma idéia das solugdes desses pro-
blemas, finalmente resolvidos na década passada, principalmente com
os trabalhos de W. T. Gowers e B. Maurey. Além de resolver dois pro-
blemas célebres e aumentar consideravelmente nossa compreensio sobre
a estrutura dos espacos de Banach, esses trabalhos abriram toda uma
nova frente de investiga¢io dentro da Analise Funcional, e, de quebra,
garantiram a Gowers uma medalha Fields em 1998.

1 Preliminares

Supomos que o leitor tenha conhecimentos bésicos de Anélise na Reta
(no nivel de [8]) e de Espagos Métricos (no nivel de [19]). Um espaco de
Baonach é um espago normado (E, || - ||) sobre o corpo K, em que K=R
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ou C, que é completo com a métrica d(z,y) = ||z — y||. Um espaco de
Hilbert é um espago vetorial com produto interno {, ) que é um espago

1/2

de Banach com a norma ||z|| = {z, z) Neste artigo trabalharemos

apenas com espacos de Banach de dimensfio infinita. Alguns exemplos:

o loy = {(an}2; : an € K para todo n e (@,)5%, ¢ limitada} com a
norma ||{an)i2; |l = sup{|as| : » € N} é um espago de Banach.

e ¢y é 0 subespago de £, formado pelas seqtiéncias convergentes para,
Zero.

e Paral <p<oo,bp=1{{an),:a, € Kparatodone >0 |a,[P <
oo} com a norma ||{an)oe|lp = ( i Ian|?’) Hr é um espago de Banach.
€5 com o produto interno ((a,)2 1, (n)22%1) = 302 | anby, é um espago
de Hilbert.

Dizemos que uma seqiiéncia (zy)5e; em F converge para = € F se

lim ||%, — x| = 0.
n—o0

[oe]
Nesse caso escrevemos ¢ = lim z,. A série g Tn, com cada z, € E,

n—300
n=1
- - - . m
converge para ¥ € E se a seqiiéncia das somas parciais ( E mj)n_l
Jj=1

oQ 0]

converge para =. Nesse caso escrevernos E T, = x. A série E Tny
n=1 n=1

converge incondicionalmente se for convergente qualquer que seja a or-
[o.0]

dem das parcelas, isto é: se a série E Tn(n) for convergente, qualquer
n=1 .
que seja a permutacio 7 dos indices. Nesse caso, € facil provar que a

série converge para o mesmo limite, qualquer que seja a ordem das par-
celas (veja [18, pdg. 76] ou, em portugués, [23, Proposi¢io 2.2]). Séries
incondicionalmente convergentes foram tratadas em [3]. Por exemplo,

oo
em |3, pig. 107] estd provado que, em cp, a série Z %ﬂ converge incon-
n=1
dicionalmente para (1,%,%,...) € ¢o (agui e, = (0,...,0,1,0,0,...,),
onde 1 parece na n-ésima coordenada - os vetores (e,)S2, sdo chamados
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de vetores candnicos dos espagos de seqiiéncias).

Por simplicidade, quando ndo houver perigo de ambigiiidade escre-
o0

veremos (ap) no lugar de {an)i2; € ), Tn 00 lugar de Z Tn.

n=1
Sabe-se que se £ é um espago de Banach e F é um subespago ve-

torial de E, entdo ' é um espaco de Banach (com a norma herdada de
E) se e somente se F é fechado em E. Por isso os subespagos fechados
desempenham papel tdo importante em Anélise Funcional. Os espagos
de Banach F e F séo z'somorfos se existe um operador u: £ — F linear,
bijetor e continuo (nesse caso dizemos que u ¢ um isomorfismo).

2 O problema da base incondicional

Em Anilise Funcional, no Iugar do conceito de base algébrica (ou
base de Hamel), usamos o conceito muito mais titil de base de Schauder.

Definigao 2.1. Uma seqiiéncia (zn,) ¢ uma bese de Schauder do espago
de Banach F se para todo = € F existe uma tinica seqiiéncia de escalares
(ay), chamados de coordenadas de z, tal que ) apz, = z. A partir de
agora escreveremos apenas base para designar uma base de Schauder. A
base é dita incondicional se, para cada z € E, a convergéncia da série é
incondicional.

Exemplos 2.2. E ficil verificar que:

(1) Os vetores canénicos (ep,) formam uma base incondicional de ¢y e de
£y, 1 <p < oo

(ii) £ ndo tem base. Neste exemplo estd embutido um fato importante:
todo espago com base é separivel, isto é, admite um subconjunto enu-
meravel denso. Portanto espacos que nio sao separiveis, em particular
£, NAC tém base.

(iii) Todo sistema ortonormal completo (veja defini¢fio em [24, Definigio
5.6]) em um espago de Hilbert separdvel H é uma base incondicional
de H.
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Nem toda base é incondicioga,l:

(iv) Para cada n, defina x, = Z ¢;. Entdo (z,) ¢ uma base de cp, mas
=1

nio é uma base incondicional %veja [6-, pag. 180]).

(v) Os vetores (e1,es — e1,e3 — €2, ...) formam uma base de ¢; que nao

é incondicional (veja {21, pig. 73]). £2 também tem uma base que nio

¢ incondicional, mas isso é bem mais dificil de ser provado (veja [21,

Proposition 2.b.11]).

Nem todo espago que admite base admite base incondicional:

{vi) O espaco C[0,1] das fungdes continuas definidas no intervalo [0, 1]

com a norma || f|| = sup{|f{z)| : z € [0,1]} tem base mas ndo tem base

incondicional (veja [15, pag. 10]).

Como ja vimos, existem espagos que ndo tém base, na verdade exis-
tem até mesmo espacos separdveis que ndo tdm base (esse dltimo fato
foi provado por P. Enflo em 1972, resolvendo outro célebre problema da
teoria dos espacos de Banach - veja [21, Secdes l.e e 2.d]). Mas o livro
de Banach [1], que inaugurou a Analise Funcional, j4 traz o seguinte:

Teorema 2.3. (Tcorema de Banach-Mazur - veja [6, Theorem 6.14])
Todo espago de Banach de dimensdo infinita contém um subespaco fe-
chado de dimensdo infinita gue tem base.

A pergunta agora é dbvia: serd que todo espago de dimensao infinita
contém algum subespago fechado de dimensio infinita com base incon-
dicional? A presenca de uma base incondicional facilita muito o estudo
das propriedades estruturais do espago, e sio muitos os resultados que
comprovam isso, por exemplo {para a definicio de espago reflexivo veja
[24, Defini¢do 11.1]):

Teorema 2.4. (Teorema de James - veja [6, Theorem 6.36]) Seja E um
espaco de Banach com base incondicional . Entéo E é reflezivo se e
somente se E ndo contém subespaco isomorfo a ¢y ou £1.

Tornou-se entdo muito importante saber se todo espago de dimenso

infinita contém ou nio um subespago fechado de dimensdo infinita com
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base incondicional. Esse problema tem sido tratado desde o inicio da
década de 1950, mas apareceu explicitamente formulado apenas em [2]:

O problema da base incondicional: E verdade que todo espago de
Banach de dimensio infinita contém um subespago fechado de dimensao
infinita com base incondicional?

3 O problema do espago de Banach homogéneo

Este problema foi posto pelo préprio Banach em seu livro [1] em
1932. Um espaco de Banach de dimensdo infinita é dito homogéneo se
ele é isomorfo a todos os seus subespacos fechados de dimensao infinita.

Exemplo 3.1. Vejamos que todo espago de Hilbert separdvel é ho-
mogéneo. Sejam H um espago de Hilbert separavel e I um subespago
fechado de H de dimensdo infinita. S&c fatos bem conhecidos que
subespagos fechados de espacos de Hilbert sdo também espacos de Hil-
bert e que subespacos de espagos separdveis sdo também separdveis.
Logo F' é também um espago de Hilbert separdvel. Um fato notdvel na
teoria dos espacos de Hilbert diz que todo espaco de Hilbert separdvel
de dimensdo infinita é isomorfo (isometricamente) a ¢z (veja [6, Theo-
rem 1.38]). Assim tanto H como F sdo isomorfos a {2, portanto séo
isomorfos entre si.

Segue entdo que todo espago isomorfo a um espago de Hilbert se-
pardvel é homogéneo. Serd que existem outros espagos homogéneos?
Vejamos agora que a separabilidade é condigao necessaria:

Proposicio 3.2. Todo espago homogéneo tem base, e portanio € se-
pardvel.

Demonstragio. Seja E um espago homogéneo. Pelo Teorema 2.3 sabe-
mos que E contém um subespago fechado F de dimensao infinita que
tem base, digamos (#,). Como F é homogéneo, existe um isomorfismo
u: F — E. Vejamos que (u{z,)) é base de B: dado z € E, u™!(z) € F,
logo existemn (inicos) escalares (ay) tais que u=*(z) = Y, an&n. Usando
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a linearidade e a continuidade de u, temos que

oc
z = uu N z) =u (Z anwn)
n=1
T T
= u nlg{)lOZajxj = nli}ngou Zajssj
T o0
= Jim Y aule) = 3 ).
Jj=1 n=1 .
Se existisse outra seqiiéncia (b,) com z = ¥ byu(z,,), argumento anslogo
mostraria que u™*(z) = 3", buZn, 0 que contrariaria a unicidade dos es-
calares (a,). Estd entdo provado que (u(z,)) é base de E. 0

Sabemos até agora que todo espago homogéneo é separdvel e que
todo espago isomorfo a um espago de Hilbert separdvel é homogéneo. A
pergunta é inevitdvel: é verdade que todo espago homogéneo é isomorfo a
um espaco de Hilbert? Usando mais uma vez que todo espago homogéneo
é separdvel e que todo espago de Hilbert separdvel é isomorfo a £y, a
pergunta pode ser reformulada da seguinte forma:

O problema do espago homogéneo: E verdade que todo espago de
Banach homogéneo € isomorfo a £57

Apesar de ter sido enunciado por Banach em 1932 e apesar dos es-
forgos de vérias geragdes de matematicos, muito pouco progresso foi feito
até o final da década de 1980, quando J. Bourgain [4] (medalha Fields
em 1994} e W. B. Johnson [14] resolveram importantes casos particu-
lares. Tudo isso e muito mais pode ser encontrado no excelente artigo
de P. G. Casazza [5].

4 Espacos hereditariamente indecomponiveis

Dados dois subespagos vetoriais £ e Ey do espago vetorial E, di-
zemos que F é a soma direta de E; e Ej, e nesse caso escrevemos
E=F @ E,, se
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[ E]_ n E2 = {0} e
o = Fy + Fs, isto é: para todo z € F existem z € By e 27 € Fs tais
que r =1 + To.

Se E é um espago de Banach e E) e Fs sfo subespacos fechados de
B tais que E = Eq @ E», dizemos que E é soma direta topoldgica de By
e Eg.

Em 1970, J. Lindenstrauss [20] colocou a seguinte questdo: é possivel
decompor todo espago de Banach de dimenséo infinita como a soma di-
reta topoldgica de dois subespacos de dimensfo infinita? Em 1991, Go-
wers e Maurey, independentemente, na tentativa de resolver o problema
da base incondicional, construiram espagos que, conforme observou W.
B. Johnson, resolvem a questdo de Lindenstrauss. Dessa forma surgiu o
conceito de espago hereditariamente indecomponivel:

Definigao 4.1. Um espago de Banach F de dimensio infinita é here-
ditariamente indecomponivel (HI) se nenhum subespago de E é soma
direta topoldgica de dois subespagos de dimensdo infinita.

Os espagos construidos por Gowers e Maurey eram essencialmente
o mesmo, sendo assim publicaram conjuntamente o paper {12], no qual
introduzem esse conceito e constroem o primeiro espago de Banach he-
reditariamente indecomponivel, hoje conhecido como espago Xagar (ou
espago GM). Na préxima secdo veremos que qualquer espago heredi-
tariamente indecomponivel, em particular o espago GM, resolve o pro-
blema da base incondicional.

A construgio do espago GM envolve muito detalhes técnicos e foge
ao escopo deste artigo. Além do original de Gowers e Maurey [12], o
leitor interessado pode encontrar os detalhes em [22, Section 7.1] e, em
portugués, em [25]. E interessante observar que a demonstracdo original
de Gowers e Maurey [12] contém uma pequena imprecisio, detectada e
corrigida por N. Kalton [16}.

Mesmo correndo o risco de fazer parecer ficil o que é na verdade ex-
tremamente dificil, oferecemos ao leitor um aperitivo da técnica usada
por Gowers e Maurey: considere o subespaco cyg de ¢y formado pelas
seqiiéncias finitas, ou seqiiéncias eventualmente nulas. Mais precisa-

T - |
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mente,
coo = {(an) € ¢y : existe ng € N tal que a, = 0 para todo n > ng}.

A idéia é construir uma norma em ¢gp de forma que o completamento do
espaco normado resultante tenha a propriedade desejada. Essa técnica
fol usada vérias vezes para produzir espagos com propriedades espe-
ciais, por exemplo na construcio dos espagos de Schreier [25, Secdo 1.1],
Baernstein {25, Se¢io 1.2] e Schlumprecht {25, Secdo 3.2|, e também por
Figiel e Johnson em 1974 (veja [18, Exercise 2.8], {21, Example 2.e.1] ou
[25, Segio 1.3]) para descrever o dual do célebre espago construido por
Tsirelson [27], que foi o primeiro exemplo de um espago de Banach que
néo contém subespago isomorfo a ¢y ou a fp, 1 < p < 00.

5 A solucido do problema da base incondicional

A proposigdo abaixo mostra o motivo pelo qual Gowers e Maurey
se interessaram pela propriedade que define os espagos hereditariamente
indecomponiveis.

Proposicdo 5.1. Espacos de Banach hereditariamente tndecomponiveis
ndo possuem subespago fechado de dimensdo infinita com base incondi-
cional.

Demonstracdo. Sejam E um espago de Banach III e I um subespago
fechado de E de dimensdo infinita. Suponha que F' tenha uma base
incondicional (z,). Chamemos de F; o fecho do subespaco de F' gerado
pelos vetores z,z3,%s,..., ¢ de Fy o fecho do subespago de F gerado
pelos vetores s, 4, T, . - .. Ou seja,

F| = span{z1,23,%s5,...} € Fo = span{zs,z4,%s,...}.

F; e Fy sio, por definicio, subespagos fechados de F. Como (z,) é
uma base de F, qualquer subconjunto de {z1,z2, %3,...} é linearmente
independente, logo F) e F sio subespagos fechados de dimensao infinita.
Vejamos que F = Fy + Fy: dado z € F, existem escalares (a,) tais que
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T = Y., %y Como toda subsérie de uma série incondicionalmente

convergente é convergente {veja [6, pag. 28]), podemos tomar

y=aiT] + a3z + -+ aopr1Top1 + -

z:a2$2+a4m4+...+a2n$2n+...

E claro que y € F| e z € Fy. Além disso, como a base ¢ incondicional,
sabemos que alterando a ordem das parcelas a convergéncia nao se altera,
e portanto segue que

oo oo oo
= Za‘nwn = Za2n$2n + E Gon—1Ton—1 =Y + 2 € B+ By
i=1 Jj=1 j=1

A unicidade das coordenadas em relagdo A base (z,) garante que F1 N
Fy = {0}. Provamos entdo que F1 e Fy sfo subespagos fechados de
F, ambos de dimensdo infinita, ¢ ' = F1 @ F5, o que é um absurdo
pois contraria o fato de F ser HIL. Portanto nenhum subespago de E de
dimensdo infinita tem base incondicional. O

Na seciio anterior vimos que existem espagos de Banach HI, em par-
ticular o espaco GM é HI. A proposigio acima diz que qualquer espago
11, por exemplo o espago GM, nio tem subespago de dimensao infinita
com base incondicional. Conclusfo: existem espa¢os gue nao contém
subespacos com base incondiconal, o que resolve, pela negativa, o pro-

_ blema da base incondicional.

F interessante mencionar que, poucos anos apds resolver o problema
da base incondicional provando a existéncia de espagos hereditariamente
indecomponiveis, Gowers e Maurey [13] exibiram em 1997 espacos de
Banach que nio sio hereditariamente indecomponiveis e que nao tém
subespaco de dimensfo infinita com base incondicional.

6 A solugéb do problema do espaco homogéneo

A solucéio desse problema é uma combinacio de trés ingredientes que
apareceram no periodo de 1993 a 1996. O primeiro deles, demonstrado
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por Gowers € Maurey no ja varias citado artigo [12], fornece o primeiro
indicio de que, também nesta histéria, os espagos HI desempenharao
papel mmportante:

Teorema 6.1. (Gowers e Maurey [12]} Um espaco de Banach heredita-
riamente indecomponivel ndo € isomorfo o nenhum de seus subespacos
proprios; em particular ndo é homogéneo.

O segundo ingrediente ¢ a seguinte solugio parcial do problema pu-
blicada em 1995:

Teorema 6.2. (R. Komorowski e N. Tomczak-Jaegermann [17]) Se um
espago de Banach homogéneo E contém um subespaco fechado de di-
mensdo infinita com base incondicional, entio E € isomorfo a f5.

E interessante mencionar que em 1998 a professora Nicole Tomezak-
Jaegermann ministrou um minicurso no Brasil sobre esse teorema e ou-
tros resultados relacionados (veja [26]). Apesar de ser um avanco funda-
mental, o Teorema, 6.2 s6 resolve o problema para, espacos homogéneos
que contém subespago com base incondicional, Essa hipétese ainda pre-
cisa ser retirada, pois na secBo anterior vimos gue nem todo espaco
satisfaz essa condicgo.

Além de avancar na solucio do problema, o Teorema 6.2 confirma
que ter base incondicional é uma propriedade muito boa. Por outro lado,
ser hereditariamente indecomponivel é a propriedade oposta, pois nesse
€aso, COmo vimos na se¢do anterior, nenhum subespaco de dimensdo
infinita tem base incondicional. & surpreendente que, como mostra o se-
guiﬁter teorema de Gowers, em todo espaco de Banach pelo menos uma,
dessas duas propriedades, diametralmente opostas, estd presente:

_Teorema 6.3. (Teorema. da dicotomia de Gowers) Todo espaco de Ba-

nach de dimensdo infinita contém um subespago fechado de dimensio
infinita com base incondicional ou um subespaco fechado hereditaria-
mente indecomponivel.

Gowers provou esse teorema desenvolvendo e aplicando uma sofisti-
cada técnica de combinatéria, chamada de Teoria de Ramsey Infinita.




Os problemas da base incondicional e do espace homogéneo 17

De acordo com o préprio Gowers [11, pag. 1089], trata-se de colorir
objetos apropriados diferenciando aqueles que sdo bons (no sentido de
produzir simetria) daqueles que sfo ruins (no sentido de nao exibirem
simetria nenhuma). O Teorema 6.3 foi por ele anunciado em 1996 em
[9], e durante um longo tempo os especialistas tiveram acesso apenas a
versoes preliminares da demonstragio (preprints). Apenas em 2002 foi
publicada a verséo final de Gowers [10]. A demonstracio do Teorema, 6.3
também pode ser encontrada em [11, Theorem 5.1] e, usando técnicas
diferentes, em [7, Theorem 1.2] e [18, Théoréme 2.V.2].

Veremos a seguir que a dicotomia de Gowers era a pecga que fal-
tava - nosso terceiro ingrediente - para solucionar o problema do espago
homogéneo,

Teorema 6.4. Todo espaco de Banach homogéneo € isomorfo a £a.

Demonstracdo. Seja E um espago de Banach homogéneo. Suponha que
E contenha um subespago F fechado HI. Como I é homogéneo, E é
isomorfo a F, e portanto E também ¢é HI (é facil ver que um espaco
isomorfo a um espaco HI é também HI). Entio E é simultaneamente
homogéneo e HI, o que é um absurdo pois contradiz o Teorema 6.1.
Portanto F ndo contém subespago fechado HI. Pelo Teorema 6.3 segue
que F contém um subespaco fechado de dimensdo infinita com base
incondicional. Como E é homogéneo, pelo Teorema 6.2 segue que F é
isomorfo a £s. |

A solucgio do problema do espago homogéneo descrita acima, devida-
mente creditada a Gowers, Komorowski e Tomczak-Jaegermann, ilustra
muito bem a seguinte observagio de B. Maurey [22, pag. 1252]: apds o
teorema da dicotomia de Gowers, muitas questdes na teoria dos espagos
de Banach passaram a ser tratadas considerando-se dois casos: o caso
usual, no qual se termn uma base incondicional, e o caso patoldgico, no
qual um espago hereditariamente indecomponivel aparece pelo caminho.
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