Em 1855, o alemao Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) mudou-se de Berlim para
Gottingen, a convite, para substituir Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que acabara
de falecer. Dirichlet, por sua vez, faleceu pouco depois, em 1859, e o jovem Bernhard
Riemann (1826-1866) assumiu seu lugar na chefia do departamento.

Como nos conta Waldyr M. Oliva neste nimero da Matemdtica Universitdria, Dirichlet
investigou o problema de uma massa fluida autogravitante em rotacao, sem publicar
seus resultados, que vieram a publico apenas por intermédio e com acréscimos de
Richard Dedekind (1831-1916) , com o titulo “Untersuchungen iiber ein Problem der
Hydrodynamik. Aus dessen Nachlass hergestellt von R. Dedekind”, no volume 8 da
revista Abhandlungen der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
p- 225-264, referente aos anos de 1858 e 1859 (publicado em 1860).

Riemann, entao, estendeu esses resultados, publicando o artigo “ein Beitrag zu
den Unterschungen {iiber die Bewengung eines fliissigen gleichartigen Ellipsoides”
no volume seguinte da mesma revista (p. 3-36), referente ao ano de 1860 (publicado
em 1861). O artigo de Riemann foi um marco na histéria da investigacdo de massas
fluidas autogravitantes em rotagao, nao so por seus resultados, mas também pela po-
lémica que o envolve até hoje, concernente as afirmacoes feitas ali sobre a estabilidade
das solugoes de equilibrio.

Ha alguns anos, a pedido do Centro de Analise Matematica, Geometria e Sistemas
Dinamicos (CAMGSD), do Instituto Superior Técnico de Lisboa, o professor Carlos
Edgard Harle, do IME/USP, traduziu esse artigo de Riemann. Posto que, até onde
sabemos, nao ha outra versao para qualquer outra lingua fora do alemao, julgamos
apropriado trazer essa inédita tradugao do artigo de Riemann neste nimero da Mate-
mdtica Universitiria, aproveitando o ensejo do relato de Waldyr Oliva, e com a devida
autorizacao do Centro. Ao mesmo tempo em que motiva para uma area de pesquisa
ainda com muitas possibilidades, a tradugao nos mostra um pouco do pensamento
de Riemann e de seus contemporaneos, passados quase 150 anos da publicagao ori-
ginal.

Os artigos originais de Dirichlet e Riemann podem ser encontrados no sitio do
Gottinger Digitalisierungszentrum (GDZ), no endereco hitp://gdz.sub.uni-goettingen.
de/en/. A transcricao deste e de outros artigos de Riemann para o LaTeX, em alemao,
pode ser encontrada na pagina de David R. Wilkins, do Trinity College, em Dublin,
com endereco www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/. Algumas corre¢des do original de Riemann
que aparecem na transcri¢cao de Wilkins foram incorporadas em nossa traducao. Por-
tanto, recomendamos aquele que fizer uma leitura cuidadosa do artigo de Riemann
que a consulte também. Finalmente, salientamos que nenhuma autorizacao foi neces-
saria para a publicagao da tradugao, uma vez que toda a obra de Riemann est4 livre
de direitos autorais.



Uma contribuigdo para as investigagoes
do movimento de um elipsoide
liguido homogeéneo

Bernhard Riemann

Tradugdo de Edgard Harle (IME/USP)

e um modo surpreendente, Dirichlet, em seu tltimo trabalho, publicado por De-

dekind, abriu novo caminho para as investigagdes do movimento de um elip-
soide liquido homogéneo, com elementos atraindo-se segundo a Lei da Gravidade. O
acompanhamento dessa bela descoberta é, para o matematico, especialmente excitante,
mesmo desconsiderada a questdo da causa das formas dos corpos celestes, motivadora
dessas investigagdes. A solugdo completa do problema, na abordagem de Dirichlet, so-
mente foi dada por ele nos casos mais simples. Para uma continuagdo dessa investiga-
¢do, é conveniente dar-se as equagdes diferenciais do movimento da massa fluida uma
forma independente da condigao inicial escolhida, o que pode ocorrer pela procura das
leis segundo as quais variam a grandeza dos eixos principais e 0 movimento da massa
fluida relativamente a esses eixos. Uma vez que nds trataremos a questdo dessa ma-
neira, pressuporemos a publicacdo de Dirichlet. Porém, para evitar mal entendidos,

devemos alertar que nado foi possivel manter inalterada a notagdo ali utilizada.
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1.

Denotamos por a, b, c os eixos principais do elipsoide no tempo ¢ e, além disso, por
x,1,z as coordenadas de um elemento da massa fluida no tempo t, e os valores iniciais
dessas grandezas por anexagdo de um indice 0, e supomos ainda que no instante inicial
os eixos principais do elipsoide coincidem com os eixos do sistema de coordenadas.

O ponto de partida para as investigagdes de Dirichlet €, sabidamente, a observacao
de que podemos satisfazer as equagdes diferenciais do movimento das partes do fluido
quando exprimimos as coordenadas x, y, z linearmente em termos das condi¢des inici-

ais, sendo os coeficientes funcdes somente do tempo. Escreveremos essas expressdes

na forma
x o= 12 + m %o + n €0
ag bo co
X0 Yo 1 20
= = 179 =0 1
Y 70 + m b + n o (1)
5 = g//@ + m//@ + n//Zj‘
ap bo Co

Denotando-se por ¢, 7, as coordenadas do ponto (x, Y, z) em relacdo a um sistema de
coordenadas mével, cujos eixos coincidem, em cada instante, com os eixos principais

do elipsoide, temos as expressdes lineares dos ¢, 77, { em termos dos x, v, z:

§ = ax + By + 9z
n = «dx + By + 9z (2)
5 — lX//x + ﬁ//y + ’)’HZ,

onde os coeficientes sdo os cossenos dos angulos dos eixos de um dos sistemas com os
eixos do outro, x = cos¢x, B = cos Gy etc., e entre esses coeficientes subsistem seis re-
lagdes, as quais sdo obtidas através da condicdo de que as substituicdes das expressoes
devem resultar em

E+?+ P =224y + 2.

Uma vez que a superficie do elipsoide é sempre formada pelas mesmas particulas

do fluido, devemos ter

2 2 2
T S S N
A A
escrevendo-se entao
X0 Yo 20
2 = a2 J9 =0
1 / . + ,8/ b + W 0
U Yo 20 3
b o . + B bo + 0 (3)
4 _ 1 X0 n Y0 1 20
c — oy ag + ﬁ/ bO + ,)// <o 7

isto é, denotando-se por a;, B/, ..., 7, , os coeficientes que aparecem nas expressdes de

¢ n ¢ X0 Yo zo

2, 3, ¢ em termos de 20 By oy ©XPressdes essas obtidas por substituicdo dos valores
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(1) nas igualdades (2), teremos que esses coeficientes constituem, por sua vez, coefici-
entes de uma transformagédo ortogonal de coordenadas: estes podem ser vistos como
os cossenos dos angulos formados pelos eixos de um sistema de coordenadas mével
¢1,1,,C, com 0s eixos do sistema fixo de coordenadas x,y,z. Através das relagoes (1),

(2) e (3) obtemos identidades em 2, Y2 20 obtendo-se assim

ag” by’ co

{ = ane, + ba'a) + ca’al

= aaB, + ba'B, + caB)
n = any, + ba'y, + caly)
¢ = apay, + bBa; + cp’a)
m' = apB + bR'B, + cB'B! (4)
n = apy, + bB'Y, + B’y
" = ayw, + by'a, + oY'a)
m' = ayf + bY'B + B/
' = ayy + bWy o+ v

Dai podemos considerar a posi¢do das particulas do fluido, ou seja, os valores de
¢,m,...,n" no instante ¢, como sendo dependentes das grandezas a,b, c e da posigao
de dois sistemas de coordenadas méveis, e podemos também notar que, pelo inter-
cambio desses dois sistemas de coordenadas, na matriz formada pelos ¢, m, n, as linhas
horizontais sdo levadas em linhas verticais, permanecendo inalterados os ¢, m', n'" en-
quanto que os pares de grandezas m e ¢/, n e {", n' e m"” tém seus elementos permuta-
dos. Nossa proxima tarefa serd a de escrever as equagdes diferenciais para a variacao
dos eixos principais e para o0 movimento desses dois sistemas de coordenadas a partir
das equagdes fundamentais do movimento das particulas do fluido, dadas na publica-
¢do de Dirichlet (§1, eq. (1)).

2.

Evidentemente, é permitido introduzir naquelas equagdes, em lugar das derivadas
de x,y,z em relacdo as condigdes iniciais, que ali sdo denotadas por a, b, ¢, as derivadas
relativamente as grandezas ¢, 7,{, pois as igualdades assim formadas podem ser re-
presentadas por intermédio daquelas, e reciprocamente. Ai nés obtemos, ao substituir

g%, g%, oo op %é por seus Valores,

ar2 pY2 a2’ T oF o

x|, %y %z oV dP

ox e TELp = O 1
e T P T g ‘o7 " a1 M
?x , %y , ?z , 9V P

w® T opP t oY T g

onde V denota o potencial, P a pressdo no ponto x, y,z no tempo f e € a constante que

exprime a atragdo entre as duas massas unitarias, situadas a uma distancia unitaria.
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A seguir, trata-se de substituir os primeiros membros dessas igualdades por expres-

soes lineares de ¢, 77, {, sendo necessdrios, para esse fim, alguns preparativos.

Por diferenciacdo das equagdes (2), obtemos, apds introduzir as abreviagdes

as relagoes
9¢
ot
d1
ot
97
ot

dy

+ aﬁ

Y

+ E[B

Y

4 gﬁ
do

a* T
do’

Ex =F
da//

?x =F

L
ot
N
ot
L
ot
d
dfy i
!
fty+
d//
by

z +

dt

e, quando aqui exprimimos x, i, z novamente em termos de ¢, 77, {, temos

e e

ar — \at”

oy [da dﬁ’
at_(dt + e+ o
agi le” ‘BN
E)t_(dt ﬁ+

Agora, a diferenciacao das conhecidas igualdades a® + 2 +

0 etc. fornece

a% 4 ﬁ ﬁ +
o
%/oc” + dd—élﬁ” +
ddiglvc + ddil:,ﬁ +
b s

dv
Var

dy/
Ul
LarT

dt
dy'
a7
d")’”
a7

dy
E'Y

dt

=

ﬁﬁ+ ){:+<d’x’ ﬁﬁ+

>§+<d1x , dﬁ/ﬁ—l—

e (50

P

1
de”"

de

= (G

do

)17+ (d“oc”+
)17+ (lzx”+ 4p’ —p"+

da” .B n

v =100 +pp + 77

p (3)

‘8// dl ,
+ -8+ )
;B " dl "
+ B+ )
d'BI d’)’/
+ ﬁ + W’Y)

e, consequentemente, ao denotar essas trés dltimas grandezas por p, q, 7, vem

g/

U
é/
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ot
g

—q5

- m +
9
ot

P

+

94

28
9l
=

L+ 21 ”)§+5

/)€+;7/

’>§+§’.



Por um procedimento inteiramente andlogo, das trés igualdades (2) segue

9%x 02 0%z o¢’

et Pt omY = -t W

’x Py Pz, / oy’ /

gL g7 gz — a9 _ 5
a2 T P T e et P ©)
’x Py Pz, / / aog’
EA T - A A & A

e das equagoes (1.3), quando p;, g/, 1, denotam as grandezas que dependem das fung¢des

&, B, ...,/ , da mesma maneira que p,q,r dependem de , B, ..., 7", segue

R ®
Substituindo os valores %, %—'Z, % de (6) em (4), obtemos
¢ o= Bl )t (g ag)®
n = (ar— br,)% 4 di % + (bp, — cp)% (7)
¢ = (cq —aq)g + (bp - CP/)% + % % :

No que se refere ao significado geométrico dessas grandezas, temos, como é facilmente
visivel, que &', 7’,{’ sdo as componentes da velocidade do ponto x,v,z do fluido se-
gundo os eixos ¢, 17, {; %—f, g—'t], g—f as componentes das velocidades relativas nesse mesmo
sistema de coordenadas; além disso, os primeiros membros de (1) representam acele-
ragoes e os segundos membros, forcas acelerantes paralelas a esses eixos. Finalmente,
0s p,q,r sdo rotagdes instantaneas do sistema de coordenadas ¢,#,{ e ps, q,, 1, tém o

mesmo significado para ¢/, 17, C/.

3.

Se substituimos ¢’, 7', ¢’ dados por (7) nas equagdes (5) e utilizamos (6) para substi-
tuir as derivadas de %, %, % por expressdes envolvendo ¢, 7, {, teremos que o primeiro
membro de (1) torna-se uma expressao linear de ¢, 7, (. Para o segundo membro de (1)
temos que V tem a forma

H— Ag® - B - CZ?,

onde H, A, B, C dependem de 4,b,c, de um modo conhecido. Podemos consistente-

mente supor que na superficie do elipsoide a pressdo tenha um valor constante Q,
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exprimir a pressao P por

impor que as dez fungdes do tempo a,b,c; p,q,7; pi,q;, 1 € 0 sejam tais que os nove
coeficientes de ¢, 77, { nos dois membros de (1) possam ser respectivamente iguais, e su-
por também que a condigdo de incompressibilidade abc = agbycy esteja verificada. Ao

igualar os coeficientes de £ 1 na primeira equacao e os coeficientes de % na segunda,

a’ b
vem
da 2,2 2 2 g
T + 2brr) +2cqq, —a(r* + 17 +q° +q7) :25 —2eaA
dr dr, da db
a —b— ZEr — zar, +apq +bp,g; — 2cpg, =0

dr, dr _da db
B U I i — 2 = G g o g — 2 = s

As seis equagdes restantes sdo obtidas por permutacéo ciclica dos eixos, ou também
por permutacdes arbitrdrias, quando notamos que, por uma troca de dois eixos, nao
somente as grandezas correspondentes sdo trocadas, mas também as seis grandezas
p,q,...,t mudam de sinal.

Visando investigacdes subsequentes, podemos dar a essas equagoes uma forma mais

apropriada, ao introduzir, no lugar das grandezas p, ps; q,q;; 7,,, suas semissomas e

semidiferencas
_pt+p _q+q _r+r o, p=pr ;4= ;=1
U="om,v=To = U= U= W=

como novas incognitas.
Assim temos o sistema de equagdes ao qual devem satisfazer as dez fungdes do

tempo desconhecidas:

(a—c)vz%—(a+c)v’2+(a—b)u)2—|—(a+b)w’2—ldz—a:eaA—g
2 dt? a’
2

(b—a)w2+(b+a)w'2+(b—c)u2+(b+c)u’2—lﬂ:sbB—g,
2 di? b

1d% o

2 2 V2 pp_ldc . O
(c=bu+ (c+b)u'“+ (c—a)v”+ (c+a)v WS ecC o

_ (a)
(b—c)%+2d(bdt C)u+(b+c—2a)vw+(b+c+2a)v’w’ =0,
/

(b+c)%+2@u’+(b—c+2a)vw’+(b—c—Za)v’wzo,
(cfa)@+2d(c_a)v+(c+a—2b)wu+(c+a+2b)w/u’:O,

dt dt
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dv'  _d(c+a)

(c—i—a)ﬁ +2———0 + (c—a+2b)wu’ + (c —a—2b)w'u =0,
(afb)%) +2d(ad7;b)w+(a+b72c)uv+(a+b+2c)u’v’ =0,
(«)
/
(““‘b)ddlt +2ww/+(a—b+2c)uv’+(a—b—2c)u’v:0,

abc = agbycy.

Os valores de A, B, C sdo obtidos a partir da conhecida expressao de V

oo 2 2
V:H—AQ‘Z—BUZ—CCZ:N/O dS(l €= U 4 >,

A Ca2+s b+s 2+s

onde

)

Ap6s a integracdo desse sistema devemos ainda, para determinar as fun¢des «, g, ..., 7",

procurar a solugdo geral 6, 60’, 6" das equacdes diferenciais

/ 11

%Zre’—q(”’, %:_r“l""’f ddit:qe_pe’ W

das quais, como vem de (2.3), ,a’,a”; B, B, B”; 7,7, 7" sdo as trés solugdes particu-
lares que, para t = 0, valem respectivamente 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1. Para determinar as

fungdes a,, By, . .., 7y, devemos obter a solugdo geral do sistema

d6,
dt

/ /1
/

do
= —r6,+ P/G;/, 7£ =q,0, — P/G;- (1)

= 7’/9; - Q/G;// at

4.

Coloca-se agora a questdo de saber quais sdo os meios que os principios gerais da
hidrodinamica nos fornecem para a integracdo das equagdes diferenciais («), () e (7).
Desses principios Dirichlet obteve sete integrais de primeira ordem para as equagdes
diferenciais a serem satisfeitas pelas fungdes ¢,m,...,n". As igualdades dai decorren-
tes podem ser facilmente obtidas através das expressoes de ¢’, 7', {’ dadas acima.

A conservacao das areas nos da

(b—cu + (b+c)’u = g = ag® + B + kO
(c—a)?v + (c+a)* = h = &/g" + K + KO (1)
(a—b?w + (@+b?w = k = a"¢® + B0 + K0,

onde as constantes go, 19, k9, valores iniciais de g, h,k, coincidem com as constantes
R, R, R da publicagdo de Dirichlet; temos o resultado facilmente justificavel, por
meio das equagdes («), que 0 = ¢, 0’ = h, 0” = k é uma solugdo da equacdo dife-

rencial (B).
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Do principio de Helmholtz da conservagdo da rotacdo seguem as equagdes

b—c*u — O+ = g = wg) + BH + vk
(c—a)yv — (c+a)> = h = wg) + BH + vk (2)
(a=bPw — (@+b*' = k = «o's) + BH) + K,

nas quais as constantes gV, 19, k” coincidem com as grandezas BC2l, CAB, ABC.
O principio de conservacdo das forcas vivas, finalmente, nos d4 uma integral de

primeira ordem das equagdes diferenciais ().

(@) (@) (@)

= 2¢eH + const. )
+(b—¢)*u? + (c — a)?v? + (a — b)?w?
+(b+0)*u'? + (c+a)*0'2 + (a+b)*w'?
Das equagoes (1) e (2) seguem ainda duas integrais de («):
¢* +h? +k* = const. = w?, (1I)
g,2 + 12 + k% = const. = w?. (IIT)
Além disso, obtemos das equagdes (B) duas integrais
02 +0'? +6"% = const., (IV)
0g+0'h+ 0"k = const., V)

através das quais a sua integragdo se reduz, em geral, a uma quadratura. Para a ob-
tencdo de sua solucdo geral, dado que esse sistema é linear e homogéneo, basta dar
somente duas solucdes particulares distintas dentre as g, /1, k; para esse fim, podemos
escolher as constantes arbitrdrias nessas duas integrais, de tal modo que os cdlculos se

simplifiquem. Atribuindo-se a ambas o valor zero, teremos
0'h+ 0"k =—g0 (3)

e, além disso, elevando-se essa tltima ao quadrado e somando com o produto da igual-
dade
_0/2 _ 0//2 — 62

por h? + k?, temos
—(0'k—0"h)? = w?6?

e, portanto,
0'k — 0"h = wif. (4)

Através da solucdo dessas duas equacdes lineares (3) e (4) obtém-se

;  —8h+kwi

o=t (5)
n _ —8k—hwi

0 = a0 (6)
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e, através da substituicdo na primeira das equacdes (), vem
dg
140 ~85; | rk+qh »
Odt  h2+k2  h2+K2

log6 = 1 log(h* + k?) + wi % dt + const. (7)
Dessa solugdo de (B), contida em (5), (6) e (7), obtém-se uma terceira, ao trocar-se
v/—1 por —v/—1 em todo lugar, e é entdo facil, a partir das trés solugdes particulares
encontradas, deduzir expressdes para as fungdes o, 3, . . ., 7.

O significado geométrico de cada uma das solugdes reais das equagdes diferenciais
(B) consiste no fato de que essas solugdes, multiplicadas por um fator conveniente,
fornecem os cossenos dos angulos formados por uma reta fixa com os eixos ¢,#,{ no
tempo t. Para a primeira das trés solu¢des encontradas, essa reta é a normal ao plano
invariante de toda a massa fluida; para a parte real e a imaginaria das duas outras solu-
¢Oes, as correspondentes retas estdo contidas no plano invariante e sdo perpendiculares
entre si. Os cossenos dos angulos entre os eixos e aquelas retas sdo, respectivamente,
%, %, 5 ; a posigdo dos eixos em relagdo a essas retas €, entdo, dada pela solugdo de («)
sem nenhuma outra integracdo e, para a determinagdo completa de sua posicdo, basta

uma tnica integragdo, por exemplo

t
qh +rk
0 dt,

“Jo nxie

sendo que essa representa a rotagdo, em torno da perpendicular ao plano determinado

pela reta e pelo eixo .

Um fato andlogo vale para as equagdes diferenciais (). Pelo mesmo caminho, pode-

mos obter sua solucdo geral a partir das duas integrais
02 + 6% + 0)"> = const. (VI)

6,g) + 0/hy + 6,'k, = const. (VID)

e, consequentemente, determinar as grandezas «, ,B, ceey 'y’ e para isso somente é exi-
gida uma quadratura. Finalmente, a posicdo de um elemento arbitrario do fluido,
no tempo t, é dada pelas expressoes (1.1) e (1.4) das grandezas x,y,z e das fun¢des

Lm, ... n".

5.

Daremos agora uma justificagdo do ganho resultante da passagem das equagdes di-
ferenciais referentes as fungoes ¢,m,...,n" (as equagdes (a), §1 de Dirichlet) para as
nossas equagoes, no que se refere a integragao dessas equagoes. O sistema de equagdes
diferenciais (a) tem ordem dezesseis e sdo conhecidas sete integrais de primeira ordem,
ficando portanto o sistema reduzido a um de ordem nove. O sistema («) somente tem

ordem dez e nés conhecemos trés integrais de primeira ordem do mesmo. Portanto,
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pela mudanga feita, devemos ainda integrar um sistema de ordem reduzida em duas
unidades e, na realidade, teremos que, no lugar desse, efetuar somente mais duas qua-
draturas. A transformacdo efetuada tem, portanto, o mesmo efeito que encontrar mais
duas integrais de primeira ordem.

No6s notamos a esse respeito, explicitamente, que o nosso procedimento somente
apresenta vantagem para a integragdo e para a determinagdo de fato do movimento.
Essa forma €, no entanto, menos apropriada para a andlise geral do movimento, ndo
somente porque a sua dedugdo é menos simples, mas também porque a coincidéncia
de dois dos eixos demanda uma consideracédo a parte. No caso de coincidéncia de dois
eixos surge uma situacdo especial, isto é, a posigdo dos eixos ndo é inteiramente deter-
minada pela forma da massa fluida; esta depende, em geral, também do movimento
instantdneo e permanece somente sob controle quando esse movimento é de sorte que
0s eixos coincidentes continuam coincidindo. A andlise desse fato é sempre simples e
ndo necessita maior desenvolvimento mas, em casos especiais, pode novamente assu-
mir formas incomuns, e as andlises, como por exemplo a analise geral do movimento
(§2, em Dirichlet), seriam, em vista do nimero de casos especiais a tratar, bastante
extensas.

Antes de entrarmos no tratamento de casos especiais, nos quais é possivel integrar
as equacoes diferenciais («), é ttil notar, e isso segue imediatamente da forma dessas
equagdes, que toda mudanca dos sinais de u, v, ..., w’ é admitida, desde que os produ-
tos uvw, uv'w’, uw'vw’, u'v'w ndo sejam alterados. Entdo também podem ser mudados
simultaneamente os sinais de 1/, v/, w’ e, em consequéncia, as grandezas a, 3, . . ., 7" sdo
trocadas pelas a,, B/, ..., 7y, ; portanto, no sistema de grandezas ¢, m,...,n", as linhas
horizontais sdo trocadas pelas linhas verticais. Em segundo lugar, podemos mudar o
sinal de dois pares u, u’; v, v’; w, w’, e essa mudanga pode ser relacionada 8 mudanca de
sentido de um dos eixos de coordenadas, transformando-se o movimento em um que
é simétrico ao anterior. Nessa observacao estd contido o principio de reciprocidade de
Dedekind.

6.

Agora examinaremos o caso em que um dos pares u,u’; v,v'; w,w’ é sempre nulo,
assim por exemplo u = u’ = 0; o significado geométrico dessa condigdo é que o eixo
principal a esta sempre no plano invariante da massa movimentada e o eixo instanta-
neo de rotacdo é ortogonal a esse eixo principal.

Das seis equagdes diferenciais () segue, nesse caso, que as grandezas
(c—a)*v, (c+a)*, (a—b)’w, (a+Db)*w’ (1)
sdo constantes, e as igualdades

(b+c—2a)ow+ (b+c+2a)0'w =0

v
(b—c+2a)vw' + (b—c—2a)d'w=0 )

devem se verificar.
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Na investigacdo subsequente deve ser distinguido o caso em que mais de um par é
nulo. Genericamente nés somente podemos observar que, em vista das equagdes (1),
as grandezas h, k, h;, k, sdo constantes e, consequentemente, também sdo constantes os
angulos entre os eixos principais e o plano invariante da massa em movimento, e que,

além disso, seguem das equagdes diferenciais (B) e (7y) as igualdades das proporcdes
g:h:k=p:q:r
g/lh/Ik/:p/ZQI:rl

através do que as solugdes dessas equagdes se simplificam.

Primeiro caso. Somente um dos trés pares 1, u’; v,v'; w, w’ se anula. No caso em que

nenhum dos v, v/, ou w, w’ sdo simultaneamente nulos, segue das equacdes (i) e (v)

iz_(Za—b— J2a+b—c) (a—c 4const
v2  (2a+b+c)(2a—b+c) \a+c ' )
w? (2a—b—c)2a—b+c) (a—b 4const
w2  (2a+b+c)(a+b—c) \a+b V

de onde, com o recurso

abc = const.,

obtemos que a, b,ce, consequentemente, v, v/, w,w’ sdo constantes.

Fazendo
e B 2 s
(2a+b+c)(2a—b+c)_(Za—b—c)gbl—f—b—c)_ @)
w? w' -
(Qa+b+c)2a+b—c) (a—b—-c)2a—b+c) '
obtemos das primeiras trés equagoes diferenciais («) as equagoes
2 _ 12 2 2 2 2 _84 0o
(4a” —b” —3¢”)S + (4a” —3b _C)T_T_ﬁ’ (3)
2 -8 _ 7
B =T=7 ~ 2
€ 0 @
2 _ e & 0
(cc=b°)S > T 52

Para obter daqui os valores de S, T e o, formamos, a partir das equacdes (4), as equagdes

2 ds
P2T + 25 = °
tEo=2 A9+
T+S o e [ sds

T 222 2 Jo A(B2+s)(+s)’
e substituimos esses valores na equagao (3)
eA o

2 12 2 (2 20y _ T
(4a” = b —c“)(T+S) —2(b°T + ¢*S) > o
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obtendo, com isso,

Do em [®ds 25+4a2—b2—02+ 1
2a2b2c2 2 Jo A\ (B2+s)(c2+s)  a?+s)’

onde se usa a notagdo abreviada
4a* — P (P® + 2)+b*c* =D. (6)

Por substitui¢do do valor de ¢ nas equagdes (4), obtém-se

b2 — 2 L sds 402 — 2 4+ p? B b? )
B2—a2"" 2 Jo A(b2+5) c2+s a? +s
cz—szT_eiT ©  sds 4a2—b2+c2_ c? ®)
2—a2” " 2 Jo A(c2+5s) b2 +s a?+s

Resta ainda analisar as condicdes a serem satisfeitas por 4,b,c, de modo que das
equagoes (7), (8) e das equagdes (2) resultem valores reais de v, v/, w, w'.

w/

2 2
Para que (%/) e (5) ndo se tornem negativos, é necessario e suficiente que
(40> — (b+c)?)(4a®> — (b —¢)?) > 0.

2
Portanto 4> deve ser maior ou igual que > (%) , ou menor ou igual do que <

(%)
<) -

No caso a > %, as grandezas S e T devem ser ambas ndo negativas, para que as
equagoes (2) deem valores reais para v,v’, w,w'. Agora podemos mostrar facilmente
que quando a > % entdo D e as duas integrais dos segundos membros das equacdes

(7) e (8) sdo sempre positivas. Para isso, basta escrever D sob a forma
a*(4a®* — (b + ¢)?) + be(2a® 4 be),
a integral contida em (7) sob a forma
eTT ® sds
SRR /0 F((élaz — )5+ a*(4a® + b — ) — b*c?)

e, ap0s isso, notar que, de a > %, vém as seguintes desigualdades: 4a> — (b +c)? > 0,

442 — 2 > 0; também temos
4 + 0> 2> (b+c)?+1*—c? =2b(b+0),

e daf
a*(4a® +b* — ) > 2b(b + c)a* > 1b(b+c)® > b*c2.

Dessas desigualdades segue que tanto D como a integral considerada tém somente

partes constituintes positivas, e o mesmo vale para a integral do primeiro membro de

(8), que é obtida daquela integral pela troca de b com c. Deixando agora a percorrer

os valores de % até co teremos, para b > ¢, que T permanece sempre positivo, mas S

somente permanece assim enquanto a < b. As condicdes para esse caso sdo, portanto,

b denotando o maior dos eixos b e ¢,
b+c

2

<a<b. @)
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2
ara a analise do segundo caso, quando 2~ < | %5° ) , vamos admitir que b denote o
P lise d d doa? < (b&° dmit b denot
maior dos eixos b e ¢, de maneira que a < %. Entdo, para que v, v/, w, w’ sejam reais,

devemos ter S < 0e T > 0. Devido ao fato de que das desigualdades
V> > (2a+¢)? > 4a® + 2

segue que a integral do primeiro membro de (8) no nosso caso é sempre negativa,

temos que a tltima condi¢do T > 0 somente sera satisfeita quando D(c2 — az) >0,
a?(b*>—4a?)
2_a2

novamente em dois casos, e esses sdo, em vista de

ou maior ou igual a a?. Esse caso se decompde

a?(b*—4a?)
b2 —g2

intervalo finito, de modo que ndo ha passagem continua de um para o outro. Tendo

portanto ¢? é ou menor que

< a?, separados por um

em vista que a integral na equagao (7), enquanto tivermos ¢? < a2, e em consequéncia
das desigualdades 245 <a®+s,4a% — 2 +b? > b?, somente pode ser positiva, temos

que as condigdes a serem satisfeitas no primeiro destes casos se reduzem a a < % ou

a%(b? — 442
e, no segundo caso, a
b—c ©  sds 4% — > + 1? b?
< — <0. 111
A /0 A(bz—l—s)( 2 +s a2+s> D

Vé-se com facilidade que a integral do segundo membro da dltima desigualdade, ao a
percorrer os valores de 0 a ¢, permanece negativa enquanto 2 < 5, e assume um va-
lor positivo para a = c; mas a determinagdo exata dos limites dentro dos quais essa
desigualdade é valida depende, como podemos ver, da solugdo de uma equagéo trans-
cendente.

No que se refere ao sinal de ¢, o qual, sabidamente, decide se 0 movimento sem
pressdo externa é possivel, podemos perceber que o valor dessa grandeza, encontrado
acima, pode ser escrito como

e [ 352+6a25+Dd
D Jo A3 5
sendo, portanto, positivo nos casos I e III, onde, em todo caso, D > 0; por outro lado,
para um valor negativo de D, pelo menos enquanto o seu valor absoluto é inferior a

um certo limite, aquele valor se torna negativo.

7.

Segundo caso. Dois dos pares u,u’; v,v'; w,w’ sdo nulos. Ainda devemos tratar do
caso onde dois dos pares u,u’; v,v’; w,w' sdao sempre nulos, havendo portanto uma
rotacdo em torno de um eixo principal.

No caso em que, além de u, 1/, os v, v’ também sdo constantemente nulos, as equa-

¢oes (i) e (v) se reduzem a

(a—b)>w=const. =7 e (a+b)*w =const. =7,
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e daf as trés primeiras equacdes diferenciais («) ddo as equacoes

72 /2 1d%a
_148 A
@@= Tatop 2a2 - M
72 /2 1d%b -
_AZZ - — 1
(bfa)3+(b+a)3 2 dt? ebB =5 M
d?c
—%ﬁ = eC-2,

as quais, em conexao com

abc = agbycy,

fornecem as grandezas 4, b, ¢ e 0 em fungdo do tempo. O principio da conservagao das

forgas vivas fornece uma integral de primeira ordem para essas equacdes diferenciais,

da’\? db\? dc\? 72 2
l dr At N pr—
2 <(dt> + <dt> + <dt) >+ CEDE + @r )2 2¢H +const.,  (2)

de onde segue imediatamente que se T ndo é igual a zero entdo os eixos principais a e

b jamais poderdo ser iguais.

Além dos casos em que a2 = b, ja tratados por Maclaurin e Dirichlet, temos ainda,
para o caso em que as grandezas 4, b, c sdo constantes, uma determinagdo do movi-
mento por expressoes explicitas. Nesse caso obtém-se de (1), por eliminagdo de o, as

duas equagdes

/2 72 et [®ds (b*—c?)s
(b+a)3 * b—a@ = DbJo AM2+s)(2+s) K 3)
o2 T _em (®ds (s —c?)s _ & (
(b+a)® (b—a)d a Jo A (a®+5s)(c?+s) ’

onde as integrais dos segundos membros sdo denotadas por K e L; elas também podem

ser postas sob a forma

/2 e [® ds s+ ab c?
: 2 ) @

@ :(b—l—a)‘l:? 0 A\(@2+5s)(B2+s) ab(c®+5s)
72 T o[ed —ab 2
I ok Y T R W
(b—a) 2 Jo A\(a2+5s)(b2+s) ab(c?+s)
Suponhamos, como anteriormente, que b denote o maior dos dois eixos principais a
2 2

e b; entdo essas duas equagdes nos dardo valores positivos para T2 e T’ se, e somente
se, K é positivo e é maior que o valor absoluto de L; e é claro que a primeira dessas
condicoes esta verificada enquanto ¢ < b. A segunda condicdo estard satisfeita se c = a,
ou seja, se L = 0 e, consequentemente, também em um intervalo aberto contendo a
em seu interior, uma vez que K e L variam continuamente com c. Mas isso ndo se
estende até os valores 0 e b, pois para ¢ = b o valor de 7’2 seria negativo e para um c

infinitamente pequeno seria 72, daf terfamos

K ds
— —em

/°° ds L /°°
, — — €T
c 0 \/5(1 +sP(1+5s) € 0 \/5(1 +5)3(1+ %s)
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e, consequentemente, L > K. Suponhamos agora que b tende para o infinito enquanto

a e ¢ permanecem finitos; nesse caso, L somente pode permanecer menor do que K

2

se a> — ¢? tende a zero. Portanto as duas limitagdes de ¢ convergem para a. Se, ao

contrario, b tende para sua limitagdo inferior 4, entdo a limitagdo superior de ¢ converge

12

para o valor de a ja que T'° = 0, e a limitagdo inferior tende para um valor onde a

integral do segundo membro de (5) se anula. Para a determinacdo desse valor, fazendo

[(GR—
7 = seny, temos

(—=5+2cos 2y + cos4yp) (r — 2¢) + 10sin2¢ + 2sin4dyp =0,
e essa equacdo tem, entre ¢ = 0 e p = 7, somente uma raiz, a saber
= =0,303327....

Para b = a, o valor de c pode, evidentemente, ser qualquer um entre 0 e b, uma vez que,

2

em vista da presenca do fator b — a, T° é sempre nulo. Obtém-se entdo o caso estudado

2 = w'? apresentam-se os casos encontrados por

por Maclaurin, enquanto que para w
Jacobi e Dedekind.
O caso que acabamos de analisar coincide, para @ = b, com o caso (I) estudado na

se¢do anterior, e para

wZ w’ 2

(b+c+2a)(b—c+2a) (b+c—2a)(b—c—2a)’

com o caso (II). Dos quatro casos até aqui encontrados, nos quais o elipsoide liquido
ndo muda a sua forma durante o movimento, estes trés casos estdo ligados entre si

continuamente, permanecendo o caso (I) isolado.

8.

O exame da possibilidade de existirem, além desses quatro casos, outros nos quais os
eixos principais permanecem constantes durante o0 movimento, nos conduz a um cal-
culo bastante extenso, que indicaremos com brevidade, uma vez que o mesmo produz
um resultado negativo.

Da hipétese de a,b,c serem constantes podemos deduzir com facilidade que o é
constante, multiplicando-se as trés primeiras equagdes («) por a, b, c, respectivamente,
somando-se essas novas igualdades e finalmente usando a integral (4.1), isto é, o prin-
cipio da conservagdo das forgas vivas.

Por meio de diferenciacdo dessas trés equagdes obtemos também, ao substituir os

du du’ dw'’ s 1. ~ . . . n
valores de 7, “,. .., “5r, dados pelas seis tltimas equagdes diferenciais («), as trés

igualdades
b—cu(vw—2w') + (b+o)u/'(@w—-ovw') = 0
(c—a)o(wu —w'v') + (c+a)d(wu—wu') = 0 (1)
(a—bwuv—u'7v) + (a+bw(Wo—ud) = 0,

sendo que qualquer uma dessas é consequéncia das outras duas.
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I. Se nenhuma das seis grandezas u,u/,...,w’ é nula, seguem dessas equagdes as
igualdades dos trés seguintes pares, cujos valores denotamos, respectivamente, por
2a’,2b',2¢".

~

/

N v N wo
(a c)—v,+(a+c)—v (a b)—w,+(a+b)—w 24',
w w’ u u' ,
G=dizzr by = U-dprlias = 2%
u u' v v’ ,
(C*b)w%‘(é’%’b); — (C*Q)J‘F(C‘Fﬂ); = 2,

Temos entdo a'? — b'? = a®> — b?,b'? — '? = b? — ¢2, podendo-se assim escrever
ag—a'a =bb—b'b =cc—c =0
e das trés equagdes diferenciais («) obter
2@a’ = const., 2xb" = const., 20c’ = const.,

onde, para abreviar, fizemos vv’ + ww', ww' + uu’, uu’ 4+ vv’, respectivamente, @, x, o.
Dessas igualdades e da equacdo

(@~ )@~ )o + (17 D) (B ~ A+ (@~ )P~ P)g = 3w’ —w?),

que segue facilmente das equacoes integrais (II) e (III), vem que, quando ndo valem
a=>b=c¢c, que 0e, consequentemente, u, u',...,w' devem ser constantes. Mas vemos
facilmente que, nesse caso, as seis tltimas equagdes diferenciais (¢) ndo podem ser
satisfeitas; assim, fica estabelecido que, no caso em que os trés eixos nao coincidem, os
u,u',...,w' sdo todos diferentes de zero.

A hipétese a = b = ¢ nos conduziria ao caso de uma esfera em repouso: u’, v/,
w' resultam iguais a zero, mas u, v, w permanecem completamente arbitrarios, o que
vem do fato de que, em cada instante, a posi¢do dos eixos pode ser arbitrariamente

modificada.

II. Resta somente a hipotese de que uma das grandezas u,u’,...,w’ é nula e esta
acarreta sempre, como logo veremos, a condigdo anteriormente examinada, a saber,

que um dos trés pares u, u’; v,v’, w,w’ é nulo.

1. Quando uma das grandezas u’, v, w’ é nula, por exemplo, 1’ = 0, seguem de (1) as
igualdades
(b —c)uvw =0, (b—c)ud'w’ =0,

e estas permitem somente uma das trés hip6teses seguintes: primeiro a hipdtese ante-
riormente examinada; segundo b = ¢; terceirov = 0ew’ = 0ou v’ = 0e w = 0, sendo
que estas duas alternativas ndo sdo essencialmente distintas.

Quando b = c temos que u é totalmente arbitrdrio, podendo portanto ser colocado

u = 0, retornando-se ao caso examinado anteriormente.
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Quando v = 0 e w’ = 0, obtemos das equagdes diferenciais («)

(b—c—2a)uwv'w = 0
(c+a-2buv'w = 0
(@a—b+2c)uv'w = 0

e, somando a primeira dessas igualdades a segunda, vem
/
—(a+b)uv'w=0;

vemos entdo que, além das #/, v, w’, ainda uma das u, v/, w deve ser nula e retornamos,

novamente, ao caso anteriormente examinado.

2. Finalmente, se uma das grandezas u, v, w, por exemplo u = 0, segue das equagdes

1)

wWo'w=0, uvw' =0,

e estas equagdes ou nos conduzem ao caso anteriormente examinado ou a hipdtese
u =19 = w = 0, a qual ndo é essencialmente distinta da hipétese 1’ = v = w’ = 0,
que acabamos de ver ou, finalmente, a 1 = v = w = 0. Aqui as equagdes diferenciais
(%) nos ddo v'w’ = w'u’ = u'v' = 0, portanto mais duas das grandezas 1/, v/, w’ devem
ser nulas, o que nos conduz novamente ao caso anteriormente examinado.

Resulta entdo que a imutabilildade da forma estd necessariamente ligada a uma imu-
tabilidade do estado do movimento, isto é, quando a massa fluida persiste em formar
0 mesmo corpo, também o movimento relativo de todas as partes desse corpo per-
manece sempre o mesmo. Nesse caso podemos imaginar o movimento absoluto no
espago como a composicao de dois movimentos mais simples, isto €, conceber o movi-
mento decomposto, primeiramente em um movimento interno, no qual as particulas
do fluido se movimentam ao longo de elipses paralelas semelhantes e perpendicula-
res a uma secdo principal, e em segundo lugar em uma rotacao uniforme em torno de
um eixo que estd naquela secdo principal. No caso em que, como foi suposto acima,
essa secdo principal é ortogonal ao eixo a, temos que os cossenos dos angulos do eixo

de rotagdao com os eixos principais sdo, respectivamente, 0 L L tempo de rotagdo

S ww
\/%. Além disso, temos que 0, bfj—’,, cf}—’, sdo as coordenadas, relativamente aos eixos
principais, da extremidade do eixo instantdneo de rotagdo e, no movimento interno, as
oOrbitas elipticas das particulas do fluido sdo paralelas ao plano tangente do elipsoide
no ponto que é a extremidade do eixo de rotagdo instantanea, estando portanto os cen-
tros das elipses nesse eixo. As particulas do fluido movimentam-se nessas 6rbitas de

tal modo que os raios vetores tracados a partir dos respectivos centros descrevem areas
27

iguais em tempos iguais, sendo a elipse totalmente percorrida no tempo

9.

Retornamos agora ao estudo do movimento da massa fluida, no caso em que u, u’;

v,v’ sdo sempre nulos, havendo portanto somente uma rotacdo em torno de um eixo
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principal, e observamos a seguir que as equagdes (7.1), que regem as mudancas dos
eixos principais, tém mais uma interpretagdo intuitiva. De fato, podemos considera-las
como as equagdes do movimento de um ponto material (a,b, c) de massa 1, vinculado a
uma superficie dada pela equagdo abc = const., impulsionada por forgas, cujo potencial

tem valor absoluto igual e sinal contrério de
2 /12
T
—2eH.
HCET)E

T
(a—b)?

Denotando essa grandeza por G, podemos escrever as seguintes equagdes para am-
bos os movimentos ) )
d<a a<b d-c
—— 01+ ——=0b+ —— dc+6G =0 1
a+ 25 0b+ o5t (1)
para todos os valores infinitamente pequenos de da, db, dc, que satisfazem a equagao

abc = const.; e a conservagdo da energia mecanica da

! <da>2 + <db>2 + (dc)Z + G = const
2\ \at dt dt - v
seguindo daif que a parte da energia mecanica independente da mudanga de forma da
massa fluida é igual a G.
Quando as derivadas %, %, % sdo nulas! temos que as fungdes a, b, ¢ sdo constantes
e, consequentemente, também sdao constantes a situacdo do movimento e a forma do
elipsoide se, e somente se, for nula a variagao primeira da funcao G das varidveis a, b, c,
ligadas pela condigdo abc = const., 0 que nos conduz as equagdes (7.3) ou (7.4) e (7.5).
Essa estabilidade do movimento serd, no entanto, débil quando esse valor da func¢ao
ndo é um minimo; nesse caso haverd mudangas arbitrariamente pequenas do estado
da massa fluida que acarretam uma mudanca completa da mesma.
A andlise direta da variacdo segunda para o caso em que a variacdo primeira da
fun¢do G é nula seria muito complicada; podemos, no entanto, decidir se a funcéao,

nesse caso, tem um minimo, da maneira que segue.

2 =2

Mostraremos com facilidade que a fun¢do, quaisquer valores que possam ter 74, 7'~ e
a,b, c, para um sistema de valores das varidveis independentes, terd um valor minimo;
isso segue evidentemente de trés circunstancias: a primeira, que a fun¢do G tem um
valor limite, que ndo é negativo quando os eixos se tornam infinitamente pequenos
ou infinitamente grandes, a segunda é que sempre ha valores de a, b, c para os quais
G é negativa e, em terceiro lugar, que G nunca pode ser infinitamente negativa. Essas
trés propriedades da funcdo G seguem de propriedades conhecidas da fungdo H. A
fungdo H atinge o seu maior valor quando a massa fluida assume a forma de uma
esfera, a saber, o valor 27IQ2, onde ¢ denota o raio da esfera, ou seja, Vabc; além disso,
H se torna infinitamente pequeno quando um dos eixos se torna infinitamente grande,
consequentemente pelo menos um dos outros dois infinitamente pequeno. No entanto,
H se torna infinitamente pequeno de tal sorte que, se b se torna infinitamente grande,
Hb néo se torna infinitamente pequeno, logo, no caso de a nédo se tornar infinitamente

grande, a parte negativa de G acabard sempre por sobrepujar a parte positiva.

I N. do T. Em um dado instante.
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Quando 72 néo é nulo, ja dentre os valores de a, b, ¢ satisfazendo b > a deve haver um
sistema de valores para os quais a fun¢dao é minima; pois nesse caso as trés condi¢des
acima, das quais segue a existéncia de um minimo, ja estdo satisfeitas nessa regido,
uma vez que G torna-se ndo negativa no caso limite a = b.

Podemos agora investigar quantas sdo as solugdes (7.3) cuja varia¢do primeira é nula.
Essa investigacao pode ser facilitada quando se consideram as expressoes de 72 e T2
para valores complexos de a, b, c. No entanto, na presente se¢do ndo iremos empreen-
der essa investigacdo e deveremos nos contentar em enunciar os resultados que serdo
necessarios a seguir.

Se 72 é distinto de zero, de cada lado do plano b = a as equacdes (7.3) permitem so-
mente uma solugdo; assim, a variagdo primeira se anula, em cada um dos lados desse
plano, somente para um sistema de valores, e para esses valores a fungdo G deve assu-
mir o seu minimo, que nés denotaremos por G*.

Quando 72 é nulo, a variacdo primeira se anula para b = a e um valor de c; este
altimo é a se T2 = 0 e decresce constantemente com o crescimento de /2. A variacio
segunda para esse sistema de valores pode ser escrita facilmente como uma combi-
nacéo linear de (da + 6b)? e (éa — 6b)?, em que o coeficiente de (éa + 6b)? é sempre
positivo, ja que a fun¢do G, como conhecemos de investigacdes anteriores, dentre to-
dos os valores que ela pode assumir para b = a, assume o menor deles.

O coeficiente de (da — (5b)2, por outro lado, é

e [*ds s—ab - G
2 Jo A \(a2+s)(b2+s) ab(c2+s)/)’
portanto somente positivo quando g > 0,303327... e, em consequéncia, T'? < emo*.

8,64004 . . ., mas o coeficiente é negativo quando 2 ultrapassa esse valor.

Para esse sistema de valores, a fun¢do G tem um minimo (G*) somente no primeiro
caso e o exame das equagdes (7.3) mostra entdo que a variagdo primeira se anula so-
mente para esse sistema de valores. No tdltimo caso, entretanto, essa fungdo tem um
ponto de sela e ela deve, necessariamente, ter um minimo (G*) para mais dois sistemas
de valores; segue novamente da andlise das equagdes (7.3) que a variacdo de primeira
ordem ainda se anula para (somente) dois sistemas de valores. Tais valores obtém-se,
um do outro, por troca de a por b.

Desse estudo segue entdo que o caso de rotacdo de um elipsoide de rota¢do acha-
tado, em torno de seu eixo menor, caso esse ja conhecido por Maclaurin, somente é
instdvel enquanto a relagao do eixo menor com os demais for menor que 0,303327 .. .;
uma pequena diferenca entre os outros dois eixos mudaria totalmente a situacdo de
movimento e a forma da massa fluida, e surgiria uma permanente oscilagdo em torno
da situagdo que representa o minimo de G. Essa situagdo consiste de uma rotagdo
uniforme de um elipsoide com eixos desiguais em torno de seu eixo menor, ligado a
um movimento interno no mesmo sentido, no qual as particulas se movem em elipses
semelhantes entre si e perpendiculares ao eixo de rotacdo. O tempo de percurso com-
pleto é igual ao tempo de uma semirrotagdo, isto €, toda particula retorna a sua posi¢ao

original ap6s uma meia rotagao do elipsoide.
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10.

Se a energia mecanica do sistema,

1(/da\? [db\? [dc\?
z((w)ﬁ(w)ﬁ(w)o)”(’“

que, evidentemente, nunca pode ser menor do que G*, é negativa, entdo a tinica possi-
bilidade é a de que o elipsoide oscile permanentemente em uma regido limitada, dada
pela desigualdade G < Q).
No caso em que () — G* pode ser considerado infinitamente pequeno, podemos es-
tudar facilmente essas oscilages.
Suponhamos que, na fun¢do G, c esteja substituido por seu valor dado pela relacao
abc = apbycp; assim a equacao (9.1) nos da
d’a  cd’ G d’b  cd’c  9G
az aar o = T var T Y
Os valores de 4, b, c somente podem, agora, diferir infinitamente pouco dos valores que
fornecem o minimo de G, e se denotamos essas diferencas no tempo ¢ por éa, db, oc e
desprezamos termos de ordem superior, obtemos as equagdes
da  6b  dc

i = = 0
a+b+c

d*sa ¢ déc N ?G o N PG
dt? a dr? da? dadb
d2sb  cd?*5c  9°G %G

2 a2 Tt mmt = v

b = 0 (1)

as quais tém, sabidamente, as solucoes
d*6a . d*sb d?éc
az — WOt g T -
onde determinamos a constante yu de tal modo que uma dessas equacdes é consequén-

cia das restantes. Essa tltima condigdo para pu concorda com a condic¢do de que a

expressao do segundo grau em da, 6b
282G — pu(da® + 6b* + 6¢%)

seja 0 quadrado de uma expressao linear nessas grandezas. Essa condigdo é satisfeita
por dois valores positivos de i, uma vez que 6°G e da’ + 5b* + dc? sdo essencial-
mente positivos. Esses dois valores tornam-se iguais quando 62G e da? + 6b? + 6c?
distinguem-se por um fator constante. Esses valores fornecem duas solugdes do sis-
tema (1) nas quais da,db, 5c variam proporcionalmente a uma funcdo periédica do
tempo da forma sen(ut + const.), e destas pode-se formar a solugdo geral.

Tomada cada uma, separadamente, obtemos oscilagdes periddicas infinitamente pe-
quenas para a forma e situagdo do movimento. Disto seguiria, é claro, que hd somente
duas espécies de oscilagdes que sdo tanto mais proximas de uma periédica quanto me-

nor forem; no entanto, temos também a existéncia de oscilacdes finitas, em vista das
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consideragdes que se seguem. Se () é negativo, a deve assumir, evidentemente, um
mesmo valor mais de uma vez, e consideramos o movimento a partir do instante no
qual a assume um tal valor pela primeira vez; desse modo, o movimento estara com-
pletamente determinado pelos valores iniciais ‘;‘Z, ‘fif e b. Entao também os valores que
essas grandezas assumem quando a assume novamente aquele valor sdo funcoes de
seus valores iniciais. Designaremos essas fungdes, concisamente, por x. O movimento
sera periddico se seus valores forem iguais aos valores iniciais. Da equagéo abc = const.
e do principio da conservagdo das forgas vivas segue que, se b e dt assumirem nova-
mente seus valores iniciais, entdo também c, glt’ € filf coincidirdo com seus valores ini-
ciais. Para isso hd entdo somente duas condi¢des a serem satisfeitas e podemos, ao
formar as derivadas de ), mostrar, no caso de oscilagdes infinitamente pequenas, que
as equagdes que exprimem as condigdes ndo se contradizem e tém raizes reais em um
dominio limitado.

No caso de oscilagdes periddicas, as grandezas a, b, c podem, como fung¢des do tempo,
ser representadas como séries de Fourier, nas quais, excetuado o caso tratado por Di-
richlet, os coeficientes somente podem ser conhecidos aproximadamente. Isso pode
acontecer, por exemplo, em razado do fato de estendermos a andlise das oscilagdes infi-
nitamente pequenas, feita acima, a termos de ordem superior.

Pareceu-nos valer a pena estudar, pelo menos superficialmente, esses movimentos,
que, pelo critério de simplicidade, sdao os que estdo préximos dos movimentos nos
quais a forma e condigdo do movimento sdo constantes. A seguir vamos estender o
estudo efetuado na secdo anterior, onde consideramos o caso em que somente se da
uma rotagdo em torno de um eixo principal, a todos os movimentos que satisfazem as

condigdes de Dirichlet.

11.

Visando esse objetivo, daremos as equagdes diferenciais (¢) uma forma mais trans-
parente através da substitui¢do das grandezas u,v,...,w’ pelas grandezas g,h, ..., k),

e assim generalizar o significado de G, de modo que a expressao

g+ 2_|_ h+h 2+ k+k 2
1 b—c c—a a—b / agboco ds
2 2 2
g +(g—g/> _|_(h—h/> +<k—k/> \/{12—|-S (b2 +5)(c?+5)

b+c c+a a+b

seja a parte da energia mecanica independente da mudanga de forma.
Temos entdo
G G oG
P=%¢ "= an" "~ ok’
oG oG oG

p’:@’q’:%’r’_%’
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e dai as seis tltimas equagdes (x) podem escrever-se

dg . 09G oG dg, , dG oG
E _hﬁ k%, ﬁ —h/aikl k/%,

dh _ 3G _ 9G dh _, 3G _ 3G

E— %—gﬁ, E: /afg/—g/afk/,
dk G G dk, JdG JdG

E —g%— @1 E *g/a*h/—h/afg/,
enquanto que as trés primeiras tornam-se

d?a oG o b oG o d?c 3G o

ﬁ—l-g—?.azo,ﬁ—l—%—ZE:O,W—I—g—ZE:O. (2)
Notemos que da equacao (II) seguem, quando w = 0, as trés equagdes integrais ¢ = 0,
h = 0, k = 0; isto significa que essas grandezas permanecem nulas se inicialmente ja o
forem. Naturalmente o mesmo vale para as grandezas g,, 1, k.

Das equacdes diferenciais (1) e (2) pode-se facilmente ver que, para o anulamento da
variagdo primeira da funcdo G nas nove varidveis a,b, ..., k; ligadas pelas trés condi-
coes

abc = const., g2+h2 + k% = w?, g,2 +h,2+k2 = w,2,
é necessario e suficiente que
d’a d’h d*c dg dk,
a2’ dr2’ 4R’ dr’ T dt

sejam nulas; com isso, a forma e o estado de movimento do elipsoide permanecem
constantes quando %, %, % sdo nulas?. Os casos nos quais isso acontece jd foram por
nés discutidos completamente. Aqui também resulta facilmente que a fungdo G deve
ter, para pelo menos um sistema de valores para as varidveis independentes, um mji-
nimo, jd que, para o tinico caso limite em que os eixos se tornam infinitamente grandes
ou infinitamente pequenos, a funcdo G converge para um valor que ndo é negativo,
e como noés ja vimos, a funcdo G torna-se negativa para certos valores das varidveis
independentes, sem, no entanto, tornar-se infinitamente negativa. Para o estado de
movimento constante, correspondente a um tal valor minimo de G, segue, do prin-
cipio da conservacao das forcas vivas, que todo desvio infinitamente pequeno deste
estado, satisfazendo a condicdo de Dirichlet, somente produz pequenas oscilagdes, en-
quanto por outro lado, em qualquer outro caso, a estabilidade da forma e do estado de
movimento é muito débil. A procura dos estados de movimentos correspondentes a
um valor minimo de G ndo é somente importante para a determinagao das possiveis
formas estdveis de uma massa fluida e pesada, mas também para um embasamento
para a integracdo de nossas equagdes diferenciais por meio de séries infinitas; por esse
motivo vamos ver quais sao os casos em que, a primeira variacdo sendo nula, a fun¢ao
G possui um minimo. Para cada um dos casos anteriormente encontrados, nos quais o
elipsoide preserva a sua forma, obtemos por permutacao dos eixos e por alteragdo dos

sinais das grandezas g, , . . ., k, diversos sistemas de valores 4, b, . . ., k, para os quais a

2 N. do T. Em um dado instante.
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primeira variagdo de G é nula; no entanto, podemos aqui unificar, uma vez que G tem
o mesmo valor para todos e, no que se refere a nossa questdo, para todos o resultado é
0 mesmo.

Antes de considerar cada caso, individualmente, devemos notar que o estudo, no
caso em que w ou w, € nulo, tem uma notédvel simplificagdo, uma vez que g,h, k ou
81,11,k ndo aparecem em G. A investigacdo anteriormente feita dos estados de movi-
mento constantes fornece apenas dois casos em que uma dessas grandezas é nula. No

caso tratado na secao 6, isso somente pode dar-se quando

w'? (2a—b—c)(2a—b+c) [(a—b 4
w? (2a+b+c)(2u+b—c)_< ) ’

- a+b

ou seja, quando a expressao
b2 + a®b? + a*c® — 3a, (3)

que noés denotaremos por E, for nula, e aqui resulta que ou w ou w; € igual a zero. Por
outro lado, a equacdo E = 0, quando resolvida em relacao a variavel a, fornece-nos
somente uma raiz positiva, a qual esta entre % e b e, portanto, essa equacao somente
pode ter solugdo no caso (I). Além desse caso temos ainda aquele estudado na segédo 7,
onde w ou w, é nulo se T2 = 72

A seguir pode-se mostrar que nos casos (I), (II) e (Ill) a fungdo G nédo pode ter mi-
nimo, pois, enquanto a,b,c permanecem constantes, as grandezas g,/ k podem ser
mudadas de tal modo que o valor da funcdo decresga. Uma vez que g e g, sdo nulos e
h, h;, k, k;, excluido o fato E = 0, ndo sdo nulos, teremos as seguintes condi¢oes para as

variacdes dessas grandezas:
0g> +2h oh + 2k 6k = 0, 8g% + 2h, 8y + 2k, 5k, = 0

e a variacdo de G torna-se

g - 7
i<(53+§g’> +(‘Sg 5g’> >+aG5h+aG(sk+aG5h,+aG5k,

b—c b+C oh ok ah/ ak/
ou, ja que
9 G _, G G _,
oh "~ ok "/ om ok
torna-se
1 ((sg+6g\* . (dg—3g\> 196 _, 109G _,
5G—4<<b_c > +<b+c 2non % “aman %% (@

Formando-se o determinante dessa expressao do segundo grau em g e Jg;, e substituindo-

se nele os valores abaixo, dados em (6.1),

2 _ e ? —24? a2 — c)?)(4a? — (b —c)?
=0 20 + 1/ (402 — (b -+ 0)2) (402 — (b — )?)

th’ =17+ 20 F /(4% — (b + ¢)?)(4a2 — (b —0)?)
/
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e, consequentemente, a0

E, encontraremos, para o determinante,

3(a% — b?)(a® — ?)
4E(b? — ¢2)?

Esse determinante €, entdo, positivo no caso (I), quando E < 0, e no caso (III). Nos
dois primeiros casos, consequentemente, a expressdo (4) pode ter tanto valores posi-
tivos como negativos; porém, nos outros dois, somente valores positivos ou somente

negativos. Por outro lado, para 6g, = —dJg, temos o valor

502 1 P42
§ \ro2 E ’

o qual, nas condig¢des estabelecidas, é sempre negativo, o que se pode ver, com facili-

dade, colocando-o na forma

(b2 + ¢ — 2a2) (b* + 4bc + ¢ + 2a%) + (4a® — (b +c)?) (44> — (b —¢)?)

- 4(b+ c)2E o8

2

e notando que b? + ¢? — 242 é positivo quando E > 0.
Quando uma das duas grandezas w ou w; é igual a zero, por exemplo w;, a condi¢do
entre 6gy, ohy, ok, é
09 + Oh* + 6k* = 0;

consequentemente, a expressao da variagdo de G reduz-se a

1 b + c? q 5
0G =3 <(bz_cz>2 - h> og
e, de (5), obtém-se

Z—b2+cz—2a2,

uma vez que 2{713/ = (. Por substituicao desse valor vem
2 4 2\ (442 — 2 —O)2(K2 + 4 2
5G:7(b +c)(4a” — (b+¢c)”) + (b — ) (b* + bc+c)(sg2,

4(b% — c2)2(b2? + ¢ — 2a2)

que, portanto, é negativo, uma vez que b2 + 2 — 242 e 4a% — (b+ C)2 sdo, nesse caso,
positivos.
Logo, em todos esses casos, a funcdo G ndo tem um minimo e, portanto, devemos

apenas considerar o fato estudado na se¢do 7, onde podemos excluir inteiramente o

casoem que b = ae T2 > emg*.8,64004.... Quando uma das duas grandezas w?

ou w? é nula temos, para todo valor da outra grandeza, um estado de movimento

2

constante para o qual 2 = 7’2, e a funcdo G deve ter af o seu minimo. J4 para dois

valores quaisquer de w? e w?, ambos nao nulos, obtemos dois estados de movimento

da massa fluida, e podemos passar de um para o outro por troca dos valores 72 e T'%;

pois para determinar 72 e /2 por meio de w? e w? podemos fazer
w + wy / w — Wy
U = T =
2 7 2

e af escolher arbitrariamente os sinais de w e w;.
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Contudo, no caso em que w e w, tém sinais iguais, tendo portanto T2 o maior dos
dois valores, podemos mostrar facilmente que ndo hd minimo para G. As condi¢des

para as variagdes das grandezas g, I, . . ., k sdo agora
2 2 _ 2 2 _
0g° + 6h” +2kk =0, 6g; + ohy + 2k, 0k, =0,

e dai a variagdo de G é
0g+ 05\ | (Sh+oh\> 140 L 1= Y (502 o i
1 ( b—c > +< c—a ) 1 (ﬂ—b)2+(“+b)2 08" + k)
4 6g —0g\* | (Oh—oh\? 4 1+5 [ 1-&
g g / w w 2 2
e + 097 + oh
+< b+C ) +( c—l—a ) (ﬂ—b)z (ﬂ—l—b)z (g/ /)

Essa contém, no entanto, um valor negativo quando w e w, tém sinais iguais e quando

supomos oh = 6h, = 0, 6g, = —dg, ja que

- 1 1 1 1 (w+w)?
6= {<b+c>2 R (<b+a>2 - <b—a>2) fwow, } %

e aqui valem

1 1
CED R CED

e também
1 1

b1c2 ~brap’

agora, para ¢ < a temos, por (7.3),

2 2

T T
(b+a)? = (b—a)?’

que acarreta T'2 > 7% e, consequentemente, T2 somente pode ser maior do que 7’2 se
c>a.

Nesse caso a fungdo G também ndo tem minimo, o que deve, portanto, ocorrer no
unico caso restante.

Assim, isso deve ocorrer para o movimento considerado na secéo 7, quando 72 < 7'2
(excluido o caso singular acima mencionado); como em todos os outros casos a esta-
bilidade da forma e do estado de movimento da massa fluida é apenas fraca, teria-
mos, nesse caso, que toda perturbagdo infinitamente pequena da forma e do estado
de movimento da massa fluida satisfazendo as condic¢des de Dirichlet produz somente
oscilagdes infinitamente pequenas.

Daqui ndo segue, evidentemente, que nesse caso o estado da massa fluida é esta-
vel. A andlise das condicdes para que isso se verifique poderia muito bem ser feita por
meios conhecidos, ja que elas sao formuladas em termos de equagdes diferenciais. No
entanto, devemos abrir mao desse tratamento neste trabalho, o qual é dedicado unica-
mente ao desenvolvimento das belas ideias com as quais Dirichlet coroou sua atividade

cientifica.
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