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Nesta modesta homenagem a Paul Erdds,
relatamos brevemente a vida desse lenddrio
matemdtico. Com o intuito de exibir pelo menos
uma fotografia de sua obra, escolhemos como
cenario a teoria de Ramsey. Ao mesmo tempo,
essa foto revela uma face da combinatéria
pouco divulgada na comunidade brasileira.

aul Erdos nasceu em 26 de margo de 1913, em Bu-

dapeste, capital da Hungria. Filho de professores
de matemadtica do ensino médio, herdou o gosto pelo
assunto. Aos quatro anos de idade ja evidenciava incri-
vel capacidade de fazer contas de cabega. Ele impressi-
onava visitantes perguntando a sua data de nascimento
e lhes devolvendo rapidamente o nimero de segundos
que eles tinham vivido.

No ensino médio, Erdos gostava de participar de
competicdes de matematica, além de ser leitor assiduo
do Komal (Jornal de Matematica e Fisica para a Escola
Secunddria) e adorava resolver os problemas propostos
nessa revista. Através do Komal, Erdos conheceu dois
jovens matemadticos que se tornaram seus grandes ami-
gos e colaboradores, Paul Turédn e Tibor Gallai.

Sua tese de doutorado foi defendida na Universidade
de Pazmény, Budapeste, em 1934. Apesar de ter sido
orientado pelo analista Fejér, sua tese abordava teoria
dos ntimeros.

De 1934 a 1938 Erdos recebeu uma bolsa para estu-
dar em Manchester, na Inglaterra. Nesse periodo, con-

tinuou trabalhando em teoria dos niimeros, mas iniciou
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também trabalhos em combinatoéria e teoria de Ram-
sey, em coautoria com Richard Rado. Mesmo estando
fora da Hungria, Erdos trabalhou com Turdn e Géza

Griinwald em anélise e com Gallai em teoria de grafos.

Devido a crise que estava rondando a Europa, Erdos
decidiu ir aos Estados Unidos em 1938. Com a Segunda
Guerra Mundial e o periodo pés-guerra, ficou impossi-
bilitado de retornar a sua terra natal por uma década.
Elaborou trabalhos importantes em métodos probabi-
listicos, teoria da dimensdo, teoria de conjuntos, teoria
de grafos e teoria dos nimeros, ampliando ainda mais

o seu leque de atuacéo.

Em 1948, Erdos visitou sua mae e amigos na Hun-
gria. No periodo em que esteve fora, seu pai faleceu
de ataque cardiaco, sua mée passou por um periodo di-
ficil, com perda de parentes, e muitos de seus colegas
matematicos morreram vitimas da perseguicdo nazista.
A Hungria se tornou um pais comunista no ano se-
guinte, as fronteiras foram fechadas e novamente Erdos
ficou impossibilitado de retornar a Budapeste por vé-

rios anos.

Sua origem e suas conexdes com paises comunistas
trouxeram transtorno: ele perdeu o seu breve emprego
na Universidade de Notre Dame e teve seu visto de en-
trada negado quando retornava de um congresso em
Amsterdam. Foi considerado persona non grata nos Esta-
dos Unidos entre 1954 e 1963, fato este lamentado pela

comunidade matemadtica americana.

A Universidade de Tel Aviv o acolheu. A partir de
1956, trabalhos com colegas htingaros foram retomados
gragas a uma permissao do governo hingaro para que
ele entrasse e saisse do pais quando quisesse. Trabalhou
principalmente com Alfréd Rényi (combinatdria e pro-
babilidade), com Turan (interpolacdo e teoria de gru-
pos) e com Andras Hajnal (teoria dos conjuntos). Sua
moradia era nas montanhas, nos chalés da Academia
Hungara de Ciéncias, da qual era membro. Sempre em
companhia de sua mde, Erdos fez deste lugar nas mon-

tanhas uma verdadeira Meca dos matemaéticos e rece-



bia muitos visitantes. Apés a morte de sua mde, aos 91
anos, Erdos ficou bastante deprimido e passou a traba-
lhar 19 horas por dia.

Erdos visitou algumas institui¢des brasileiras em
1994, passando por Brasilia, Sao Paulo, Campinas, Rio
de Janeiro, e trabalhou com Yoshiharu Kohayakawa, do
IME/USP, em teoria de grafos.

Apesar de ter sido um dos melhores matematicos do
século XX, Paul Erdés nunca teve um emprego dura-
douro e adotava uma vida ndmade: dificilmente dor-
mia mais de sete noites na mesma cama. Ele costu-
mava dizer “another roof, another proof” (outro teto, ou-
tra demonstracdo). Embora vivesse de bolsas, empre-
gos tempordrios e ajuda de amigos, este estilo de vida
nunca foi um empecilho aos seus avangos na matemd-
tica, pois ele ndo era uma pessoa materialista e se preo-
cupava apenas com sua subsisténcia. “Property is nui-
sance” (propriedade é estorvo) é uma de suas famo-
sas frases, assim como “matematicos sdo mdquinas que
transformam café em teoremas”. Quando recebia mais
do que necessitava (o que ocorria com frequéncia de-
vido a sua fama), doava as institui¢des de caridade ou
ajudava jovens matematicos.

Mas a grande contribuigdo que Erdos dava aos jovens
matematicos era na proposi¢do de problemas. Ele es-
tava sempre disposto a discutir matematica com qual-
quer pessoa que estivesse com a “mente aberta” (este é
um termo que ele usava muito) e sabia colocar as ques-
toes na dose certa para o nivel do interlocutor.

Paul Erdos “partiu” em 20 de setembro de 1996 em
Varsoévia, dois dias apds ter dado uma conferéncia no
Banach Center. Segundo o préprio Erdos, “partir” sig-
nifica morrer e “morrer” é quando uma pessoa para de

fazer matemaética.

Pode-se dizer que Paul Erdos fez pesquisa em matemd-
tica desde os quatro anos de idade, quando descobriu
sozinho os niimeros negativos, até os tltimos minutos
de sua vida. Gracas a essa dedicagdo e paixdo intensa
pela matematica ele escreveu aproximadamente 1500

artigos, sendo o primeiro escrito com 19 anos de idade.

Nao é apenas a quantidade de artigos que nos impressi-
ona, mas também a diversidade de assuntos abordados
e a quantidade de coautores. Apesar de ter trabalhado
mais nas dreas de teoria dos ntimeros e combinatoria,
publicando mais de 600 artigos em cada, ele cobriu 40%
dos 2-digitos na classificagdo do Mathematical Reviews
e publicou com mais de 450 matemaéticos dispersos pelo
mundo todo.

Em homenagem a sua reputacao, surgiu uma brinca-
deira no meio matematico: calcular o niimero de Erdos
de uma pessoa. Esse ntimero mede a distancia de co-
laboragao da pessoa com Erdos, definido da seguinte
forma: o nimero de Erdés do préprio Erdos é zero;
o numero de Erdos de seus coautores é 1; o nimero
de Erdos de alguém que publicou com um coautor de
Erdos é 2; e assim sucessivamente. Como Erdos pu-
blicou com matemaéticos de diversas areas e em diver-
sos paises, conjectura-se que a grande maioria dos ma-
tematicos tenha um ntimero de Erdos, e relativamente
pequeno.

Ha inclusive cientistas fora da matemadtica com nad-
mero de Erdos pequeno. Por exemplo, Albert Eins-
tein tem nuimero de Erdds 2, pois publicou com o
matemadtico alemao Ernst Gabor Straus, que foi coau-
tor de Erdos.

de Fisica e de outras areas tém ntimero de Erdos pe-

Vérios ganhadores do Prémio Nobel

queno. John von Neumann tem ntimero de Erdos 3
e publicou com David Hilbert. Por causa disso, Hil-
bert tem ndmero de Erdos igual a 4. Ao colega inte-
ressado em saber seu ntiumero de Erdos, basta acessar
www.ams.org/mathscinet/otherTools.html e buscar em “col-
laboration distance”.

Erdos dava um valor quase religioso as verdades ma-
tematicas. A pedra fundamental da teologia de Erdos é
O Livro. Para ele, O Livro contém todos os teoremas da
matematica e, para cada teorema, uma tnica prova, a
mais bela, chamada prova do Livro. Quando Erdos pro-
punha um problema aos seus colegas e um deles o re-
solvia de uma maneira correta, porém “feia”, ele dava
os parabéns a pessoa e depois dizia “agora vamos em
busca da prova do Livro”. Essa ideia de que toda a ma-
tematica estd pronta (aguardando que alguém a descu-

bra) fascinou e fascina até hoje muitos matematicos.
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O mago de Budapeste surpreendia a comunidade ma-
tematica com suas demonstragdes elegantes. Como
uma de suas proezas, em 1930, descobriu uma prova
mais simples do Teorema de Chebyshev (mais conhe-

cido como Postulado de Bertrand):

Para qualquer n, sempre hd um primo entre n

e2n.

A reprodugdo dessa prova esta fora do escopo deste ar-
tigo, mas um pouco do “estilo do mégico” pode ser cap-
tado nas provas abaixo.! Cabe ao leitor julgar se as in-
cluiria no Livro.

Vejamos a demonstra¢do dada por Erdos de que a sé-
rie harmonica diverge. Suponhamos que s = }°;1/i
seja convergente. Substituindo todos os termos da

forma 1/(2j — 1) por 1/(2f), obtemos

s> (2+2)+(2+3)+(2+1)+
2 2 4 4 6 6

Efetuadas as somas entre parénteses, a série acima coin-
cide com s, produzindo o absurdo s > s.

E qual é o comportamento da série harmonica restrita
aos nuimeros primos? Motivado pela questdo, Euler in-
troduziu a fungéo zeta (posteriormente estendida a fun-
¢do zeta de Riemann) e, assim, foi capaz de mostrar que
asérie ) ;> %, onde p; denota o i-ésimo nimero primo,
diverge.

Detalhamos a prova de Erdos. Se a série acima for
convergente, escolhemos m tal que

1 1 1
+
Pm+1

. < 1)

N —

Pm+2  Pm+3

Particionamos o conjunto U = {1,2,...,4™*1} em dois
conjuntos, digamos A e A, pelo critério seguinte: colo-
camos 1 € A se e somente se 7 tem um divisor primo
Pk, para algum k > m + 1. Usando (1), um simples ar-
gumento de contagem mostra que

gm+1

|A] < +
Pm+1

4m+1 4m+1 1

< ogmAl
+o <A

Pm+2 Pm+3

T As demonstragoes foram apresentadas pelo Prof. Vilmos Komor-
nik (Universidade de Strasbourg, Franga, amigo e colaborador de
Erdés) em sua visita 8 UEM, em setembro de 2006.
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onde |A| denota o nimero de elementos de A. Por ou-
vy 2 Cc1 . Co c
trolado, n € A se e somente se 1 é da forma p;' p,’...pyi'.
A “carta na manga” aparece aqui: escrevemos 1 = a’b,
onde a? denota o maior divisor quadrado de n. As-
sim obtemos 1 < a < 2"l e b = p{ip2...pi, onde,
Ha 2"+ possibi-

lidades de escolha de a e 2™ escolhas de b, portanto

ara cada i, ¢, = 0 ou ¢; = 1.
1 1

|A| < 2mF1om = 24m+1 Assim
m+1 A A 1 m+1 1 m+1
4T = |AUA| = Al + [A] < 4T 4 24
absurdo.
Teoria de Ramsey

“Desordem completa é impossivel.” Esta é a descrigdo
“em tom publicitario” da teoria de Ramsey segundo T.
S. Motzkin. Intuitivamente, a teoria investiga a ordem
inerente nas estruturas matemdticas. Em outras pala-
vras, a teoria de Ramsey aborda resultados matemati-
cos da seguinte natureza: qualquer distribuigdo dos ob-
jetos de um sistema “grande” em “poucas” classes in-
variavelmente garante a existéncia de uma classe con-
tendo um subsistema “grande”.

O nome da teoria faz homenagem ao trabalho pi-
oneiro do matematico, filésofo e economista brita-
nico Frank Plumpton Ramsey (1903-1930). Tal teo-
ria impressionava fortemente Erdos, a ponto dele de-
dicar muito tempo de sua vida a descobrir aplica¢des
ou a propor problemas correlatos, contribuindo para
popularizé-la.

Nesta se¢do descrevemos alguns conceitos principais

sobre a teoria. Iniciamos com o caso mais simples.

O Principio da Casa dos Pombos

A versdo mais popular do Principio da Casa dos Pombos
(PCP) (também conhecido como Principio das Gavetas

de Dirichlet) afirma que

Distribuidos n 4+ 1 pombos em n casas, havera

uma casa com pelo menos 2 pombos.

Embora sua demonstragdo seja 6bvia, ndo é raro aplica-

¢Oes exigirem uma certa dose de perspicacia. O resul-



tado segundo o qual todo dominio de integridade finito
é corpo ilustra uma aplicagdo sutil deste principio.
Para facilitar o nosso propoésito, enfatizaremos a se-

guinte versao do PCP:

Colocados s +t — 1 pombos em 2 casas, entdo
a primeira tem pelo menos s pombos ou a se-

gunda tem pelo menos t pombos,

cuja reformulagdo segue. Como usual, | X| denota a car-
dinalidade do conjunto X e [n] representa um conjunto
qualquer com n elementos ([n] = {1,2,...,n} na maio-
ria dos casos). Uma 2-coloragio do conjunto X é uma
fungdo x : X — {azul,vermelho} (ou simplesmente
X : X — {0,1}). Naturalmente x(x) representa a cor de
x (em relagdo a ) e um subconjunto S C X é monocro-
mdtico se a imagem de S tem apenas um elemento (uma
cor).

A relacdo de particio n — (s, t)! significa: para qual-
quer 2—coloragéo de [1], existe um subconjunto S C [n],
|S| = s, com S monocromatico na cor azul, ou existe
um subconjunto T C [n], |T| = t, monocromatico na
cor vermelha. A negacdo de n — (s,t)! serd indicada
porn /4 (s,t)!. Assim, a versao do PCP acima equivale
as+t—1— (s, 1)L

Particdes de Ramsey — versao simplificada

A teoria de Ramsey investiga diversas generalizagdes
do PCP. Antes de desvendarmos a classica relacdo de
Ramsey, ilustramos um resultado particular, simples
mas emblemadtico. Assumimos aqui a simetria da re-
lagdo “conhecer”, ou seja, sicrano conhece fulano se e

somente se fulano conhece sicrano.

Exemplo 1. Numa festa com pelo menos seis pessoas, é pos-

stvel garantir que:
(i) existem trés pessoas que se conhecem mutuamente,
(ii) ou existem trés pessoas que sio estranhas entre si.

A justificativa da afirmagdo contém a esséncia dos ar-
gumentos usados por Ramsey. Fixemos uma pessoa,
digamos A, e analisemos sua vida social perante outras
cinco, digamos B, C, D, E e E Pelo PCP, ela deve ou

conhecer pelo menos trés outras, ou desconhecer pelo

menos trés. Consideremos o primeiro caso, digamos
que A conheca C, E e F. Se algum par dentre estes se
conhecem, digamos que C conheca F, entdo A, C e F se
conhecem mutuamente. Caso contrario, C, E e F sdo es-
tranhas entre si. O segundo caso segue analogamente.

Como reformular tal asser¢do via coloracdes? Isto
exigird apenas uma pequena adaptacdo. Notemos que
conhecer (ou ndo) gera naturalmente uma 2—coloragao,
mas agora o espaco a ser colorido coincide com o con-
junto formado pelos 15 pares possiveis dentre as 6 pes-
soas: associamos x (A, B) = azul (por abuso de notagéo,
o correto seria x({A, B}) = azul) quando A e B se co-
nhecem e x (A, B) = vermelho, caso contrario.

No caso geral, dado um conjunto X, X denota
o conjunto dos pares (ndo ordenados) de X, ou seja,
X@ = {Y:Y C X,|Y| = 2}. A relacdo de particdo

n— (s, t)? ()

significa: para qualquer 2—coloracéo de [1](?), existe um
subconjunto S C [1], |S| = s, com S(®) monocromatico
na cor azul, ou existe um subconjunto T C [n], |T| =t,
com T(?) monocromético na cor vermelha. A negacio
den — (s, t)? serd indicada por n /4 (s, t)2.

Logo, a afirmagdo do Exemplo 1 corresponde a 6 —
(3,3)?. A questdo a seguir parece natural. Fixadoss > 2
et > 2, é possivel encontrar um nimero n onde para
quaisquer n pessoas, existam pelo menos s pessoas que
se conhecem mutuamente, ou existam ¢ pessoas que sdo
estranhas entre si? A resposta afirmativa foi dada em

1930, conforme o resultado abaixo.

Teorema 2 (Ramsey). Dadoss > 2 et > 2, sempre existe
um n suficientemente grande tal que n — (s, )2,

Dessa forma, faz sentido investigar o menor n tal que

— (s,t)?, gerando a chamada fungio de Ramsey
r(s, t) = min{n eEN:n— (s,t)z} .

Para fixar conceitos: seja x uma 2—coloracdo qualquer
de [s]®). Se algum par S = {a,b} de [s]® recebe a cor

2) = {{a,b}} é monocroma-

azul, entdo o conjunto S
tico. Caso contrério, todos os pares em [s] (2) recebem

a cor vermelha, assim o conjunto T@ = {1,2, ...,s}(z)
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¢ monocromético. Como s — (2,5)>es —1 /4 (2,5)?,

ganhamos r(2,s) = r(s,2) = s.

Prova do Teorema de Ramsey. Ja vimos que r(2,s) =
r(s,2) = s e suponhamos que ambos r(s,t — 1) e
r(s —1,t) existam. Para completar a prova por in-
ducdo sobre s + t, basta verificar que existe um # tal
que n — (s,t)z. Como candidato, escolhemos n =
r(s,t —1) +r(s —1,t). Dada uma 2-coloragdo x de
[n]®), fixemos um ponto x em [1] e tomemos os con-
juntos: Ay = {y € [n] : x(x,y) = azul} (pessoas
conhecidas) e Vy, = {y € [n] : x(x,y) = vermelho}
(pessoas estranhas). Como estes conjuntos particionam
]\ {x} e |Ax| + |Vx| = n—1, pelo PCP, uma das
afirmagdes acontece: ou (i) |Ax| > r(s — 1,t) ou (ii)
|[Vx| > r(s,t —1). Consideremos (i). Pela defini¢do de
r(s —1,t), ou existe um subconjunto T C Ay, |T| = t tal
que T(?) recebe apenas a cor vermelha (neste caso, ter-
mina a prova), ou existe S C Ay, |S| = s — 1 tal que s
é monocromatico na cor azul. Neste caso, incluindo x,
S* = SU{x} satisfaz |S*| = s. Desde que S C Ay, e

2) 4

cada par {x,s} é azul para s € S, temos que [S*](?) ¢

monocromadtico azul. O caso (ii) segue analogamente.
[ |

Valores exatos, Erdos e os extraterrestres

O Exemplo 1 esta relacionado a r(3,3) = 6. O limite
superior ja foi visto, cuja prova essencialmente usa o
argumento r(3,3) < r(2,3) +r(3,2) = 6. No anel Zs,
definimos x(a,b) = azul se e somente se a — b é con-
gruente a +1 ou —1 moédulo 5. Por simples inspecdo
sobre esta coloracdo, 5 4 (3,3) e portanto 7(3,3) > 5.
Alguns argumentos combinatdrios e algébricos provam
que r(4,4) = 18 (ver [4]).

A funcdo de Ramsey ndo é de dificil assimilacdo e
nem hd dificuldade em implementar um algoritmo para
o seu calculo. Por exemplo, a prova de que r(4,4) < 18
poderia, a priori, ser feita pelo método da forca bruta,
enumerando-se todas as 2—coloracdes de [18](2). Dada
uma coloragdo, chamemos de teste a verificagdo da exis-
téncia de algum subconjunto $2) monocromatico com
|S| = 4. Imaginando um computador capaz de realizar

2100 testes por segundo, a varredura completa deman-

18 Matemética Universitaria

daria mais tempo do que a idade do Sol, estimada em
4,5 bilhoes de anos!

H4 um abismo entre a existéncia de um algoritmo e
a existéncia de um algoritmo eficiente. Na realidade,
ndo é conhecido um algoritmo rdpido para o tipo de
teste empregado acima. A anedota seguinte nos da uma
intuicdo sobre o grau de dificuldade associado ao cél-
culo da fun¢do de Ramsey, provavelmente de autoria
de Erdos.

“Extraterrestres dominam a Terra, mas prome-
tem nos devolver a liberdade caso seja encon-
trado o valor exato de r(5,5). Erdds evocaria
um projeto coletivo e universal para resolver
a questdo pacificamente. Mas caso a condicado
seja sobre r(6,6), uma guerra contra os inva-
sores teria mais chances de éxito do que a ten-

tativa diplomatica.”

Embora a funcdo de Ramsey tenha sido pesquisada
ha mais de 70 anos, poucos valores exatos de (s, t) sdo
conhecidos. Por curiosidade, o valor exato de r(5,5)
ainda é desconhecido, mas sabe-se que 43 < r(5,5) <
49. Atualizacdes periddicas sobre limitantes de r(s,t)
estdo disponiveis em [7].

Devido a sua dificuldade, passou-se a investigar
numerosas variantes e generalizagdes deste problema,
despertando o interesse de pesquisadores de diversas
dreas. De fato, a pesquisa relacionada a teoria de Ram-
sey tem se expandido em vdrias dire¢des. Conexdes e
aplicagdes foram estabelecidas com diversas dreas da
matematica: teoria dos ntimeros, dlgebra linear e mul-
tilinear, geometria, topologia, probabilidade, teoria dos
conjuntos e fundamentos da matematica (ver [4], [5] e
[6]), além de dreas mais aplicadas. Atualmente, a teo-
ria de Ramsey é uma das dreas centrais de pesquisa em

combinatdria.

Algumas faces tla teoria de Ramsey

Tendo como cendrio algumas faces da teoria de Ramsey,
nesta se¢do comentaremos brevemente a influéncia de

Erdos sobre elas.



Toda sequéncia infinita admite uma subsequéncia
crescente ou decrescente. Qual seria a versao finita cor-
respondente? Fixada uma sequéncia de niimeros reais
{x1,x2, ..., Xy }, definimos a coloragdo x de [m] (2) por:
dadosi < j, x(i,j) = 0sex; < Xj ex(i,j) =1sex; > Xj.
Tomando m = r(n+1,n+ 1), o Teorema de Ramsey
garante a existéncia de uma subsequéncia monétona
(crescente ou decrescente) de comprimento n + 1. Um

refinamento obtido em 1935 é descrito abaixo.

Teorema 3 (Erdos e Szekeres). Toda sequéncia de niime-
ros reais de comprimento n? + 1 possui uma subsequéncia
mondtona de comprimento n + 1.

Em 1959, Seidenberg apresentou uma nova prova
deste resultado, considerada digna do Livro pelo proé-

prio Erdos. Ela pode ser encontrada em [8].

Métodos probabilisticos

A busca de limites gerais tem sido um grande desafio.
Usando os valores jé vistos r(2,s) = r(s,2) = sealden-
tidade de Stieffel, o limite superior abaixo segue por in-

ducéo sobre s + ¢

r(s,t) < (S —:iz 2).

Pela Formula de Stirling, ganhamos (s, s) < 4°.
Naquela época, acreditava-se que a tinica maneira
de provar um limite inferior para r era por meio de
métodos construtivos. Mas a convic¢do caiu por terra
quando Erdos, em 1946, exibiu um limite inferior de
ordem exponencial e de forma puramente existencial,
baseado em métodos probabilisticos. Tal faganha é con-
siderada um marco, pois fez brotar uma nova linha
de pesquisa em combinatdria, os métodos probabilisti-
cos. Métodos probabilisticos tém se desenvolvido ra-
pidamente e se transformaram numa ferramenta pode-
rosa na andlise de problemas extremais em combinaté-
ria. Curiosamente, a prova dada por Erdos ndo requer
mais do que conceitos bésicos de probabilidades. O co-

ragdo da prova reside no seguinte resultado preliminar.
Lema4. Se (’Z)Zl_(é) < lentior(t,t) > n.

Prova. Vamos mostrar que existe uma coloragdo de

[n]() desprovida de subconjunto monocromético (2,

com |S| = t. No espago amostral ) formado por to-
das as 2—coloragdes de [1](?), tomemos a probabilidade
usual P definida por P[{a,b} é azul] = 1/2 para cada
par {a,b} em [n](?.

Dado S um subconjunto de [n] com t elementos, de-
notando por Ag o evento “S() é monocromético”, te-
mos que P[A;] = 21~ (2). Se \/s Ag representa o evento
“algum subconjunto de ordem t é monocromatico”,
pela subaditividade da probabilidade,

<) PlAg] < (’Z)zl‘ @,
S

p

V As
S

Por hipétese, alguma 2—coloraczo de [1](?) esta no com-
plementar do evento \/g Ag, e assim a afirmacdo vale.
|

O passo principal ja foi feito. Tomando n = 2//? na

hipétese acima e, apds algumas estimativas, obtemos
Teorema 5 (Erdos). Para todo t > 2, temos r(t,t) > 2!/2,

Refinamentos, tanto para limites inferiores como

para superiores, podem ser consultados em [5] e [6].

Teoria dos niimeros

O Ultimo Teorema de Fermat, resolvido em 1995 depois
de mais de 300 anos de intensas pesquisas, afirma que
ndo existe solugdo nao trivial (todas varidveis inteiras e

distintas de zero) da equagao diofantina
"y =2" (3)

para m > 3. Esse problema despertou interesse na
comunidade matemaética, tendo impulsionado o desen-
volvimento de teorias, principalmente na algebra.
Dentre as indmeras estratégias de ataques, destaca-
mos uma que surpreendentemente esta ligada a teoria
de Ramsey. A estratégia de Dickson consistia em estu-
dar possiveis solu¢des da equagdo acima ndo mais em
Z, mas sim no ambito da aritmética modular Z,, para
algum primo p. Caso ndo existisse solucdo nao trivial
nesse novo ambiente, significaria que ndo existiria so-
lugdo no problema original. Em 1909, a esperanca ruiu
quando o proprio Dickson foi capaz de provar a exis-

téncia de solugdo em Z, para qualquer primo p sufi-
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cientemente grande, numa demonstracdo que envolve
intrincados calculos.

Em 1916, Schur apresentou uma prova mais simples e
elegante do resultado de Dickson. Vamos pincelar suas
ideias, pois sdo consideradas as primeiras do tipo Ram-
sey. O método consiste inicialmente em “aritmetizar”
o PCP da forma seguinte: colorir os nameros em [m] e
exigir que o conjunto monocromético admita uma solu-
¢do da equagdo x +y = z.

Para fixar conceitos, tentemos procurar, a priori, uma
coloracdo yx de [5] sem solugdo monocromatica. Desde
quel+1=2e2+2 =4, podemos assumir que x(1) =
x(4) =0ex(2) =1. Mas como 1 + 3 = 4, devemos ter
X(3) = 1. Qualquer que seja a cor de 5, inevitavelmente

haveré {x, y, z} monocromaético, com x + y = z.

Teorema 6 (Schur). Para cadar > 1, existe um m suficien-
temente grande tal que qualquer r—coloragdo de [m] (ou seja,
qualquer fungio x : [m] — {0,1,...,r — 1}) admite um

conjunto monocromdtico {x,y,z}, comz = x + y.

A demonstragdo de Schur apresenta o limite superior
m < rle, onde e denota o ntimero de Euler e r! repre-
senta o fatorial de r. No entanto, a prova pode ser deri-

vada do Teorema de Ramsey (ver [4]).

Teorema 7 (Dickson). Se p é um primo suficientemente
grande, a equagdo (3) admite solugdo nio trivial nos inteiros
médulo p.

Prova. Fixado um primo p, tomemos n = mdc(m, p — 1)
e o subgrupo H = {x™ : x € Z;} do grupo ciclico
Z;. Observe que H = (a™), onde a denota um ge-
rador de Z;, e assim H tem indice n. As classes la-
terais e1 H, ..., e, H induzem a seguinte n—coloragdo de
Z;={1,2,..,p—1}: x(a) = iseesomente se a € ¢;H.
Para qualquer p suficientemente grande, pelo Teorema
de Schur, existem a, b e ¢ monocromadticos tais que
a+ b = c. Por construgdo, x(u) = x(v) se e somente se
u.v~! € H. Das igualdades x(a) = x(a), x(b) = x(a) e
x(c) = x(a), ganhamos que 1, b.a~! e c.a~! estio em H,

formando solugéo de (3) em Z,,. |

Os trabalhos de Schur, Cauchy, Davenport e Erdos
contribuiram para o desenvolvimento da teoria aditiva

dos nimeros.
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A contribuicdo de Erdos na teoria dos conjuntos tam-
bém tangencia a teoria de Ramsey, pois esta também
suporta versdes transfinitas. O caso mais simples nesse

ambiente equivale a versdo infinita do PCP:

Qualquer 2—coloragdo de um conjunto infinito

apresenta uma classe monocromdtica infinita.

Usando a notagéo vista, « — (a,a)! para qualquer
cardinal infinito &, inclusive quando &« = w, a cardina-
lidade dos ntimeros naturais. Mas se colorirmos IN(?)
(os pares de elementos em IN), podemos garantir que
hé& um subconjunto infinito § com $(2) monocromético?

Ramsey também respondeu afirmativamente tal

questao.
Teorema 8 (Ramsey). w — (w,w)?.

Prova. Consideremos )y uma 2—coloragdo arbitraria de
N®), onde N denota um conjunto tal que |N| = w. Es-
colhido a; € N, definimos A; = N\ {a;}. Como A;
é infinito, existe uma cor c¢; e um subconjunto By de
A tal que x({a1,b}) = ¢q, para todo b € B;. Repe-
timos o processo acima trocando N por B;j. Escolhido
ap em By, definimos A, = By \ {a2}. Como A, é in-
finito, existe uma cor ¢, e um subconjunto B, de Ajp
tal que x({ay,b}) = cp, para todo b € B,. Seguindo
o processo indutivamente, obtemos uma sequéncia in-
finita {a;}$°, e uma sequéncia infinita de cores {c;}$*,;
tal que x({a;a;}) = c; sempre que i < j. Como
¢; é sempre azul ou vermelho, novamente pelo PCP,
existe uma subsequéncia {ci(k)} constante. Assim, o
conjunto S = {a;()} ¢ infinito, com 5 monocroma-
tico. |

Repare que recorremos ao Axioma da Escolha na de-
monstragdo anterior. Porém, através de uma coloragao
particular, é possivel mostrar que ¢ # (c, c)?, onde c de-
nota a cardinalidade dos ntimeros reais. Surpreenden-
temente, w é o tnico cardinal infinito que satisfaz a re-
lacdo & — (&, &)? no ambito da ZFC, teoria de Zermelo—
Fraenkel munida do Axioma da Escolha.

Na década de 50, Erdos, Rado e Hajnal desenvolve-

ram o célculo das parti¢des, uma teoria que aborda ge-



neralizacdes e parti¢oes tipo Ramsey envolvendo con-

juntos transfinitos.

Outras faces

Brevemente comentamos outros caminhos possiveis
para a teoria. A teoria dos grafos revela-se um ambiente
fértil para a criagdo de problemas do tipo Ramsey. De
fato, dezenas de variantes da funcéo cldssica tém sido
investigadas.

Por outro lado, geometria e teoria de Ramsey se en-
contram em vdrias situagdes. As trilhas aqui também
sdo diversas: desde a teoria de Ramsey euclidiana (con-
cebida por Erdos, Graham, Montgomery, Rothschild,
Spencer e Straus numa série de artigos) até geometrias
finitas, utilizadas como ferramentas em problemas ex-
tremais tipo Ramsey.

A teoria de Ramsey tem se expandido em vaérias di-
recdes, além daquelas ja citadas, associando essa teoria
as mais diversas areas, tais como andlise funcional, to-
pologia e computabilidade.
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