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Este artigo, como prometido no número anterior

da Matemática Universitária, pretende discorrer um

pouco mais sobre o trabalho de Ivan Shestakov e Ualbai

Umirbaev, publicado em dois artigos no Journal of the

American Mathematical Society ([17] e [18]), em que re-

solvem o chamado Problema dos Geradores Mansos, sobre

o automorfismo de Nagata da álgebra de polinômios de

três variáveis. Esse problema estava em aberto por mais

de 30 anos e foi completamente resolvido nos trabalhos

citados, onde se desenvolveram novas e poderosas téc-

nicas para o estudo de automorfismos de álgebras poli-

nomiais.

Aqui vamos descrever algumas ideias em torno desse

trabalho, sem entrar em muitos detalhes técnicos. Além

dos artigos originais e palestras proferidas por Shesta-

kov e Umirbaev, usaremos um excelente survey de A.

van den Essen ([6]).

Sejam K um corpo de característica zero e Rn =
K[x1, x2, . . . , xn] a álgebra de polinômios nas variáveis

x1, . . . , xn sobre K. Um endomorfismo da álgebra Rn é

uma aplicação φ : Rn → Rn tal que

φ(a f ) = aφ( f ) , φ( f + g) = φ( f ) + φ(g)

e

φ( f g) = φ( f )φ(g) ,

para quaisquer f , g ∈ Rn e a ∈ K. Note que, por essas

propriedades,

φ( f )(x1, . . . , xn) = f (φ(x1), . . . , φ(xn)) .

Observe ainda que, dados y1, . . . , yn ∈ Rn, existe um

único endomorfismo de Rn cuja imagem de xi é yi, i =
1, . . . , n. Assim, existe uma correspondência biunívoca

entre o conjunto dos endomorfismos de Rn e o conjunto

das n-uplas (y1, . . . , yn) formadas por elementos de Rn.

Se o endomorfismo φ é uma bijeção então ele é cha-

mado de automorfismo da álgebra Rn. O conjunto de to-

dos os automorfismos de Rn com a operação de compo-

sição é um grupo, usualmente denotado por Aut Rn.

Exemplo. Seja φ : K[x1, x2] → K[x1, x2] dada por

φ( f )(x1, x2) = f (x1 + x2, x1 − x2). Obviamente, φ é um

automorfismo da álgebra K[x1, x2].

Uma questão ambiciosa, porém natural, é o

Problema 1. Descrever Aut Rn.

Como já mencionado, dado um automorfismo φ de

Rn, temos uma n-upla de polinômios (y1, . . . , yn) asso-

ciada a φ. Observe que a sobrejetividade de φ é equiva-

lente a y1, . . . , yn gerarem Rn. A injetividade, por sua

vez, equivale a y1, . . . , yn serem algebricamente inde-

pendentes (pois, se existe f ∈ Rn tal que f (y1, . . . , yn) =
0, então φ( f ) = 0). Assim, determinar Aut Rn é o

mesmo que encontrar todas as n-uplas de polinômios

que sejam algebricamente independentes e que gerem

Rn. Vejamos como melhorar essa caracterização.

Considere o espaço vetorial Kn sobre K. Uma n-nupla

( f1, . . . , fn) de elementos de Rn também determina uma

função Φ : Kn → Kn definida por

Φ(a1, . . . , an) = ( f1(a1, . . . , an), . . . , fn(a1, . . . , an)) .

Dizemos que Φ é uma função polinomial de Kn e es-

crevemos Φ = ( f1, . . . , fn). A função polinomial Φ

é chamada inversível se existe uma função polinomial

Ψ = (g1, . . . gn) tal que a composição de Φ e Ψ é a iden-

tidade.

Dada uma função polinomial Φ definimos a matriz
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jacobiana de Φ por

J(Φ) =


∂ fi
∂xj



1≤i,j≤n

.

Observe que se f1, . . . , fn são algebricamente depen-

dentes então, dado um polinômio não constante de

grau minimal g(x1, . . . , xn) ∈ Rn tal que g( f1, . . . , fn) =
0, temos, pela regra da cadeia,

0 =
∂

∂xj
g( f1, . . . , fn) =

n

∑
i=1

∂g
∂xi

( f1, . . . , fn)
∂ fi
∂xj

,

para cada j = 1, . . . , n, o que determina uma relação de

dependência entre as linhas da matriz jacobiana de f

e, portanto, podemos concluir que seu determinante é

nulo.

A mesma regra da cadeia pode ser usada para deter-

minar a matriz jacobiana da composição de duas fun-

ções polinomiais: se Φ = ( f1, . . . , fn) e Ψ = (g1, . . . , gn)
então

J(Ψ ◦ Φ) = Φ(J(Ψ))J(Φ) ,

em que Φ(J(Ψ)) =


∂gi
∂xj

( f1, . . . , fn)


1≤i,j≤n
.

Proposição 1.1. Seja Φ = ( f1, . . . , fn) uma função polino-

mial. Então as seguintes condições são equivalentes:

(a) f1, . . . , fn são geradores do anel Rn;

(b) Φ é inversível;

(c) o endomorfismo φ da álgebra Rn determinado por

f1, . . . , fn é um automorfismo de Rn.

Demonstração. Já vimos que se f1, . . . , fn geram Rn en-

tão o endomorfismo φ de Rn determinado por f1, . . . , fn

é sobrejetor. Assim, para cada i = 1, . . . , n, existe

gi ∈ Rn tal que φ(gi) = xi. Não é difícil mostrar que

Ψ = (g1, . . . , gn) é a inversa de Φ. Logo, temos que (a)

implica (b).

Suponha agora que Φ seja inversível e que Ψ =
(g1, . . . gn) : Kn → Kn seja o inverso de Φ. Temos então

que

I = J(Ψ ◦ Φ) = Φ(J(Ψ))J(Φ) ,

em que I denota a matriz identidade. Assim,

det J(Φ) = 0. Mas isso implica que os polinômios

f1, . . . , fn são algebricamente independentes sobre K,

isto é, φ é injetor. A sobrejetividade de φ vem do fato

que Ψ ◦ Φ é a função identidade: φ(gi)(x1, . . . , xn) =
gi( f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)) = xi, para todo i =
1, . . . , n. Portanto, (b) implica (c). A implicação (c)⇒(a)

é evidente, usando-se apenas a sobrejetividade de φ,

como já comentamos.

Repare, da demonstração da proposição anterior, que

det J(Φ) não apenas é um polinômio não nulo, se Φ é

inversível. Pode-se concluir que esse elemento é um es-

calar não nulo, já que não há divisor da unidade de grau

diferente de zero. Esse fato será usado posteriormente.

Assim, existem as seguintes formulações equivalen-

tes ao Problema 1:

Problema 2. Descrever todas as n-uplas de polinômios

em Rn que geram Rn.

Problema 3. Descrever todas as funções polinomiais in-

versíveis do espaço Kn.

Da Proposição 1.1 obtemos o fato que todo endomor-

fismo sobrejetor de Rn é também injetor ou, equivalen-

temente, todo conjunto gerador de Rn com n elementos

é algebricamente independente. Observe, no entanto,

que existem endomorfismos injetores que não são so-

brejetores (por exemplo, x → x2 quando n = 1). Na

descrição das funções polinomiais inversíveis de Kn, ao

contrário, quem desempenha um papel fundamental é

a injetividade, pelo menos quando o corpo é algebrica-

mente fechado:

Teorema 1.2 (Bialynicki-Birula, Rosenlicht, [2]). Se K é

algebricamente fechado de característica zero e Φ : Kn → Kn

é uma função polinomial então Φ é inversível se, e somente

se, Φ é injetiva.

Observação. Dada uma função polinomial Φ =
( f1, . . . , fn) de Kn, mostramos que se f1, . . . , fn são alge-

bricamente dependentes então det J(Φ) = 0. Pode-se

provar que a recíproca desse fato é verdadeira, isto é, se

o determinante jacobiano de Φ = ( f1, . . . , fn) for nulo

então f1, . . . , fn serão algebricamente dependentes (ver

[15]). Portanto, o determinante jacobiano estabelece um
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critério para decidir sobre a injetividade do endomor-

fismo de Rn determinado pelos polinômios f1, . . . , fn.

A questão envolvendo a sobrejetividade é mais com-

plicada. Quando φ : Rn → Rn é um automorfismo

então Φ = (φ(x1), . . . , φ(xn)) é inversível e a relação

I = Φ(J(Φ−1))J(Φ) revela não só que det J(φ) é um

polinômio não nulo, mas que det J(Φ) ∈ K∗, como co-

mentamos acima. A recíproca, porém, é desconhecida

já para o caso em que n = 2 e K é o corpo dos números

complexos. Essa questão é a famosa

Conjectura 1.3 (Conjectura do Jacobiano). Seja Φ uma

função polinomial de Cn. Se det J(Φ) ∈ C∗ então Φ é in-

versível.

Tendo em vista o Teorema 1.2, escrevendo Φ(z) =
det J(Φ(z)), para z ∈ Cn, a conjectura acima é equiva-

lente a “se Φ(z) = 0, para todo z ∈ Cn, então Φ é inje-

tora?”, ou ainda, “se Φ(a) = Φ(b), para a, b ∈ Cn, dis-

tintos, então Φ(z) = 0, para algum z ∈ Cn?” 1. Repare

que esta última formulação seria uma generalização do

Teorema de Rolle do cálculo de uma váriavel real.

A Conjectura do Jacobiano foi formulada por

O. H. Keller em 1939. Desde então diversos casos parti-

culares foram tratados. O livro [5] é dedicado ao estudo

dos automorfismos de polinômios com especial ênfase

nessa conjectura.

É conhecido da álgebra linear que toda transformação

linear inversível é composição de transformações ele-

mentares. Para automorfismos de Rn também existe

um conceito análogo de aplicação elementar.

Uma vez que a ∈ K \ {0}, i ∈ {1, . . . , n} e f ∈ Rn não

contenha a variável xi, fica determinado um automor-

fismo de Rn via

(x1, . . . , xn) → (x1, . . . , xi−1, axi + f , xi+1, . . . , xn) .

1 Observe que Φ(z) = 0 para todo z ∈ Cn já implica em Φ(z)
constante não nulo, já que C é algebricamente fechado.

Tal automorfismo será denotado por φi,a, f . Aplicações

desse tipo são denominadas automorfismos elementares.

Um automorfismo de Rn é denominado manso (tame,

em inglês) se for uma composição de automorfismos

elementares.

As operações elementares de matrizes correspondem

a automorfismos mansos: multiplicação de uma linha

por um fator não nulo e soma de um múltiplo de uma

linha a outra são elementares no sentido acima. Já a

troca de linhas é obtida por composição de três auto-

morfismos elementares. Por exemplo, para a troca de

linhas em K2, usamos a seguinte sequência:

(x, y)
φ1,−1,y−→ (−x + y, y)

φ2,1,−x−→ (−x + y, y− (−x + y))

= (−x + y, x)
φ1,1,y−→ (−x + y + x, x) = (y, x) .

Assim, para qualquer n, qualquer automorfismo do

tipo φ : (x1, . . . , xn) → ( f1, . . . , fn), em que f1, . . . , fn

são expressões lineares em x1, . . . , xn sem termos cons-

tantes, é manso, já que a função polinomial correspon-

dente,

Φ(a1, . . . , an) = ( f1(a1, . . . , an), . . . , fn(a1, . . . , an)) ,

define um operador linear inversível no espaço Kn. Em

particular, o automorfismo φ( f )(x, y) = f (x + y, x− y)
do nosso exemplo é manso.

Generalizando isso, podemos afirmar que qualquer

automorfismo da forma φ : (x1, . . . , xn) → ( f1, . . . , fn),

onde f1, . . . , fn são polinômios de grau 1, é manso. Por

exemplo, o automorfismo φ de R3, (x, y, z) → (x +
1, x + y, y− z + 2) é manso.

Observe que a inversa de um automorfismo elemen-

tar é elementar. Mais precisamente, φ−1
i,a, f = φi,a−1,−a−1 f .

Assim, o conjunto T(Rn) de todos os automorfismos

mansos de Rn é um grupo. Um automorfismo não

manso é denominado selvagem (wild, em inglês).

Se n = 1 então qualquer automorfismo é manso, já

que todo automorfismo φ de K[x] deve ser da forma

φ(x) = αx + β, com α = 0. Isto segue imediatamente

da observação de que o determinante (que aqui é a de-

rivada) tem que ser constante e não nulo. Portanto,

Aut R1 = T(R1).

3
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Em 1942, H. W. E. Jung [7] mostrou que Aut R2 =
T(R2), para o caso em que a característica do corpo é

zero. Esse resultado foi estendido para característica

positiva por van der Kulk [8], em 1953. Rentschler [14],

Makar-Limanov [11] e Dicks [4] também apresentaram

demonstrações alternativas para esse fato.

Problema 4. A inclusão T(Rn) ⊂ Aut Rn é própria, para

n ≥ 3?

Este problema é conhecido como Problema dos Gerado-

res Mansos (Tame Generators Problem, em inglês). Como

a suspeita era de que a resposta a esse problema fosse

positiva, alguns candidatos a automorfismos selvagens

para R3 = K[x, y, z] foram criados. O primeiro e

mais conhecido deles foi proposto por Nagata, em 1972

([13]).

Conjectura 2.1 (Conjectura de Nagata). O automorfismo

φ de K[x, y, z] definido por

φ(x) = x + (x2 − yz)z

φ(y) = y + 2(x2 − yz)x + (x2 − yz)2z

φ(z) = z

é selvagem.

Durante os 30 anos em que essa conjectura permane-

ceu aberta, algumas evidências para sua validade foram

encontradas. Por exemplo, J. Alev mostrou, em [1], que

o automorfismo de Nagata não admite certos tipos de

decomposição.

Os artigos de Shestakov e Umirbaev não apenas re-

solvem a Conjectura de Nagata, mas mostram que

os automorfismos mansos de R3 são algoritmicamente

identificáveis. A ideia inovadora foi imergir a álgebra

de polinômios numa álgebra “maior”. Trata-se da álge-

bra de Poisson livre, que possui uma estrutura adicional,

o colchete de Poisson. Com essa abordagem, foi possível

domar o comportamento dos automorfismos mansos.

Para mostrar que um dado automorfismo é manso, é de

se esperar que seja usado algum argumento indutivo no

grau dos polinômios envolvidos. Uma redução de grau

natural é descrita a seguir.

Para f ∈ Rn vamos denotar por f̄ a parte homogênea

de f de maior grau. Seja Φ = ( f1, . . . , fn) uma função

polinomial inversível do espaço Kn. Por abuso de no-

tação, chamaremos também de Φ o automorfismo de

Rn determinado por f1, . . . , fn. Definimos o grau de Φ

como

gr(Φ) = gr( f1) + . . . + gr( fn).

Dizemos que Φ é elementarmente redutível se existe um

automorfismo elementar e tal que gr(e ◦ Φ) < gr(Φ).

Isto é equivalente a dizer que, para algum i, existe um

polinômio g ∈ Rn que não contém xi tal que

gr ( fi − g( f1, . . . , fi−1, fi+1, . . . , fn)) < gr( fi) .

Neste caso vamos dizer também que fi é elementar-

mente redutível.

A demonstração de que todos os automorfismos de

R2 são mansos consiste em provar que eles são ele-

mentarmente redutíveis. Alguns casos particulares são

tratados facilmente: considere qualquer função polino-

mial inversível Φ = ( f1, f2) de K2. Se o grau de Φ é

menor ou igual a 2, então Φ é afim e, portanto, manso.

Então suponha que o grau de Φ seja maior do que 2.

Já sabemos que f1 e f2 são algebricamente indepen-

dentes sobre K, pela Proposição 1.1. Por outro lado,

como det J( f1, f2) ∈ K∗ e Φ não é linear, concluímos

que det J( f̄1, f̄2) = 0 (pois gr(Φ) ≥ 3 e det J( f̄1, f̄2) é o

termo de det J( f1, f2) de grau gr(Φ)− 2). Assim, f̄1 e f̄2

são algebricamente dependentes sobre K. Suponhamos

primeiro que podemos escrever f̄1 = α( f̄2)r, para al-

gum r ≥ 1 e algum α ∈ K∗. Então tomamos e(x1, x2) =
(x1 − αxr

2, x2), para o qual vale gr(e ◦Φ) < gr(Φ), isto

é, Φ é elementarmente redutível. Portanto, a demons-

tração está feita quando um dos polinômios f̄i é gerado

pelo outro.

Assim, só falta considerar os pares de polinômios

f1, f2 que verificam as seguintes condições:

• f1, f2 são algebricamente independentes sobre K;

• f̄1, f̄2 são algebricamente dependentes sobre K;

• f̄1 não é gerado por f̄2, e f̄2 não é gerado por f̄1.

4
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Tais pares de polinômios são chamados ∗-reduzidos.

O colchete de Poisson foi fundamental na descrição

do comportamento dos polinômios ∗-reduzidos, no que

diz respeito à estimativa de um limitante inferior para

seus graus. Além da descrição já mencionada sobre os

automorfismos de R3, esse estudo também proporcio-

nou uma nova demonstração de que os automorfismos

de R2 são mansos (que consiste em mostrar que, para

n = 2, não existem pares ∗-reduzidos). Para explicitar

um pouco melhor esses métodos, vamos à definição e

algumas propriedades dessa nova estrutura.

3.1 Álgebras de Poisson

Uma álgebra de Poisson é uma álgebra associativa e co-

mutativa (A, +, ·) munida de uma aplicação bilinear

[ , ] : A× A → A ,

o colchete de Poisson, de modo que (A, +, [ , ]) seja uma

álgebra de Lie (isto é, [a, a] = 0 e [a, [b, c]] + [c, [a, b]] +
[b, [c, a]] = 0, para quaisquer a, b, c ∈ A) e tal que

[a · b, c] = a · [b, c] + [a, c] · b (1)

para quaisquer a, b, c ∈ A (a regra de Leibniz).

Exemplo. A álgebra polinomial Rn é uma álgebra de

Poisson com respeito ao produto

[ f , g] = ∑
1≤i<j≤n


∂ f
∂xi

∂g
∂xj

− ∂ f
∂xj

∂g
∂xi


.

Para n = 2, esse produto é o determinante jacobiano de

( f , g).

Uma construção importante que combina as estrutu-

ras de álgebras de Lie e de Poisson é a estrutura de ál-

gebra de Lie-Poisson. Seja L uma álgebra de Lie sobre

K com produto de Lie [ , ] e base l1, . . . , lt, e chamemos

de P(L) o anel de polinômios K[l1, . . . , lt] sobre L. Shes-

takov mostra, em [16], que a operação [ , ] da álgebra de

Lie pode ser estendida de maneira única a um colchete

de Poisson em P(L) por intermédio da regra de Leibniz

(1). A álgebra P(L) é chamada álgebra de Lie-Poisson. Se

L[X] é uma álgebra de Lie livre com conjunto de gera-

dores X então P(L[X]) é uma álgebra de Poisson livre. A

feramenta principal dos trabalhos [17] e [18] é a imersão

da álgebra de polinômios R3 = K[x1, x2, x3] na álgebra

de Poisson livre com geradores X = {x1, x2, x3}.

Se X = {x1, . . . , xn} então a álgebra de Lie livre L[X]
tem base

x1, x2, . . . , xn, [x1, x2], . . . , [x1, xn] . . . , [xn−1, xn] ,

[[x1, x2], x3], . . . , [[xn−2, xn−1], xn], . . .

e a álgebra de Lie-Poisson P(L[X]), como espaço veto-

rial, coincide com a álgebra de polinômios nesses ele-

mentos. Note que a álgebra Rn = K[x1, . . . , xn] pode ser

identificada com o subespaço de P(L[X]) gerado pelos

elementos

xr1
1 xr2

2 . . . xrn
n , ri ≥ 0 , 1 ≤ i ≤ n .

e que, se f , g ∈ Rn, então

[ f , g] = ∑
1≤i<j≤n


∂ f
∂xi

∂g
∂xj

− ∂ f
∂xj

∂g
∂xi


[xi, xj] .

A álgebra de Poisson P(L[X]) = Pn é uma álgebra

graduada com gr(xi) = 1, para todo i, e gr([xi, xj]) = 2,

se i = j. Para quaisquer f , g ∈ Rn, temos

gr([ f , g]) = max
1≤i<j≤n


gr


∂ f
∂xi

∂g
∂xj

− ∂ f
∂xj

∂g
∂xi


+ 2 .

Portanto gr([ f , g]) ≤ gr( f ) + gr(g) para quaisquer

f , g ∈ Rn.

O colchete de Poisson permite caracterizar polinô-

mios algebricamente independentes: observe que f e

g são algebricamente independentes sobre K se, e so-

mente se, [ f , g] = 0. Em vista da fórmula acima para o

grau de [ f , g], temos então que f e g são algebricamente

independentes sobre K se, e somente se,

gr([ f , g]) ≥ 2 .

Suponhamos agora que o par f1, f2 seja ∗-reduzido.

Denotamos por mi o grau de fi, para i = 1, 2. Sem perda

de generalidade, suponhamos sempre que m1 ≤ m2.

Em [3] demonstra-se que, se g1, g2 são elementos homo-

gêneos não nulos, algebricamente dependentes, então

5
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existem a, b ∈ K, n1, n2 ∈ N e um polinômio h tais que

g1 = a1hn1 e g2 = a2hn2 . Aplicando esse resultado para

f̄1 e f̄2 concluímos que nem m1 = m2 nem m1 divide

m2, senão f̄1 geraria f̄2. Então seja d = MDC(m1, m2)
e escreva mi = dpi, i = 1, 2. Como m1 não divide m2,

obrigatoriamente pi ≥ 2, i = 1, 2. Em seguida, defini-

mos

N( f1, f2) = p1m2 −m1 −m2 + gr([ f1, f2])

(em particular, N( f1, f2) > gr([ f1, f2]), já que pi ≥ 2 e

m2 > m1).

Seja g ∈ K[x1, . . . , xn]. Denotaremos por gri(g) o grau

de g como polinômio de variável xi, i = 1, . . . , n.

O seguinte teorema é o resultado central de [17].

Teorema 3.1. Seja f1, f2 par ∗-reduzido e a consequente

notação acima. Escreva gr2(g) = q1 p1 + r1, gr1(g) =
q2 p2 + r2, com 0 ≤ ri < pi, i = 1, 2. Então

gr(g( f1, f2)) ≥ q1N( f1, f2) + m2r1

e

gr(g( f1, f2)) ≥ q2N( f1, f2) + m1r2.

Veremos, como primeira aplicação deste lema, a con-

clusão da análise dos automorfismos de R2.

3.2 Caso n = 2, o Teorema de Jung

Para concluir a demonstração de que todo automor-

fismo de R2 é manso, é suficiente mostrar que se Φ =
( f1, f2) é um automorfismo então o par f1, f2 não pode

ser ∗-reduzido.

Seja Ψ = (g1, g2) o inverso de Φ. Imediatamente,

temos xi = gi( f1, f2), i = 1, 2. Suponha que f1, f2 seja

∗-reduzido. Se gr2(g1) = q1 p1 + r1, 0 ≤ r1 < p1, então,

pelo Teorema 3.1,

1 = gr(g1( f1, f2)) ≥ q1N( f1, f2) + m2r1 .

Como f1 e f2 são algebricamente independentes temos

que N( f1, f2) > gr([ f1, f2]) ≥ 2. Logo, q1 = r1 = 0

e portanto g1 é polinômio somente de x1. Assim re-

caímos no caso de automorfismo quando n = 1, pois

x1 = g1( f1). Logo f1 e f̄1 têm ambos grau 1. Como f̄1 e

f̄2 são algebricamente dependentes concluímos que f̄2 é

gerado por f̄1, o que é uma contradição. Portanto, não

existem pares ∗-reduzidos em R2 e, consequentemente,

todo automorfismo de R2 é manso.

3.3 Caso n = 3

Vamos considerar agora o caso n = 3.

Em 1972, M. Nagata [13] construiu o seguinte auto-

morfismo de R2 para o caso em que K não é um corpo,

mas somente um domínio de integridade. Seja z ∈ K∗

qualquer elemento não inversível e seja σ = ( f1, f2),

com

f1 = x− 1− 2x2(zx1 + x2
2)− z(zx1 + x2

2)
2 ,

f2 = x2 + z(zx1 + x2
2)) .

Pode-se mostrar que σ é um automorfismo e não é

manso.

Repare que o automorfismo da conjectura de Nagata

é o mesmo acima, tratando z agora como uma terceira

variável e considerando K o corpo dos números com-

plexos. Ele pode ser escrito como

σα = (x1 − 2x2α− x3α2, x2 + x3α, x3) ,

em que α = (x1x3 + x2
2). Observe que σα é um automor-

fismo de R3, pois tem a inversa

σ−1
α = σ−α = (x1 + 2x2α− x3α2, x2 − x3α, x3) .

Primeiramente podemos verificar que o automor-

fismo de Nagata não é elementarmente redutível. De

fato, se f1 = x1 − 2x2α− x3α2, f2 = x2 + x3α, f3 = x3

então f̄1 = α2x3, f̄2 = αx3 e f̄3 = x3, que são dois a dois

algebricamente independentes. Mais ainda, verifica-se

que se i é diferente de j e de k, então f̄i não é gerado

por f̄ j e f̄k. Isso implica que fi não é elementarmente

redutível, para qualquer i, e, portanto, σ não é elemen-

tarmente redutível.

Seria natural esperar que qualquer automorfismo

manso fosse elementarmente redutível, mas Shestakov

e Umirbaev mostraram que este não é o caso se n = 3.
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Um exemplo de tal automorfismo é exibido na seguinte

proposição.

Proposição 3.2. Considere os seguintes polinômios

h1 = x1 ,

h2 = x2 + x2
1 ,

h3 = x3 + 2x1x2 + x3
1 ,

g1 = 4h2 + h2
3 ,

g2 = 6h1 + 6h2h3 + h3
3 ,

g3 = h3 ,

g = g2
2 − g3

1 .

O automorfismo Φ = ( f1, f2, f3) definido por

f1 = g1, f2 = g2 + g3 + g, f3 = g3 + g ,

é manso mas não é elementarmente redutível.

Demonstração. É fácil mostrar, por inspeção, que H =
(h1, h2, h3) e G = (g1, g2, g3) são automorfismos mansos

e, portanto, Φ também é manso. Em particular, f1, f2, f3

são algebricamente independentes.

Suponhamos que Φ seja elementarmente redutível.

Então um dos fi, i = 1, 2, 3 é elementarmente redutí-

vel. Explicitando as partes homogêneas de maior grau,

temos f̄1 = x6
1, f̄2 = x9

1, f̄3 = 12(x7
1x3 − x6

1x2
2). Observa-

mos que f̄2 e f̄3 são algebricamente independentes e f̄1

não é gerado por f̄2 e f̄3. Portanto f1 não é elementar-

mente redutível. Da mesma maneira, mostra-se que f2

não é elementarmente redutível. Finalmente, suponha-

mos que f3 seja elementarmente redutível, isto é, que

f̄3 = ḡ( f1, f2) para algum polinômio g ∈ R2. Em parti-

cular, gr( f3) = gr(g( f1, f2)). Aplicando o Teorema 3.1

ao par ( f1, f2), obtemos

q(3 + gr([ f1, f2])) + 9r ≤ 8 ,

em que gr2 g = 2q + r. Logo, q = r = 0, gr2 g = 0

e g ∈ R1. Concluímos que f̄3 é gerado por f̄1. Isto é

uma contradição. Portanto, Φ não é elementarmente

redutível.

Como vimos acima, um automorfismo manso pode não

ser elementarmente redutível no caso n = 3. Vamos

considerar novamente o automorfismo Φ da Proposi-

ção 3.2. Seja l = (x1, x2 − x3, x3), que é um automor-

fismo elementar. Então l ◦ Φ = (g1, g2, g3 + g). Consi-

dere agora o automorfismo elementar E = (x1, x2, x3 −
y), onde y = y(x1, x2) = x2

2 − x3
1. Como g = y(g1, g2)

temos

E ◦ l ◦Φ = (g1, g2, g3) ,

g1 = f1, gr(g2) = gr( f2), gr(g3) = 3 < 8 = gr( f3).

Ou seja, neste caso existe um automorfismo linear l =
(x1, x2 − x3, x3) tal que l ◦ Φ é elementarmente redutí-

vel.

Esse exemplo mostrou que, no caso n = 3, existem

automorfismos mansos que não são elementarmente re-

dutíveis, mas que se tornam assim depois de uma tor-

ção por um automorfismo linear. E será essa a única

possibilidade? Na realidade, Shestakov e Umirbaev in-

troduziram quatro classes de automorfismos (tipos I-

IV) que não são elementarmente redutíveis. A definição

destes quatro tipos de automorfismos é bastante téc-

nica. Por exemplo, um automorfismo F = ( f1, f2, f3)
admite a redução do tipo I se, salvo a permutação dos ín-

dices, os polinômios f1, f2 e f3 verificam as seguintes

condições:

• existe um número ímpar s ≥ 3 tal que s · gr( f1) =
2 · gr( f2),

• gr( f1) < gr( f3) ≤ gr( f2),

• f̄3 /∈ K[ f̄1, f̄2],

• existem um a ∈ K não nulo e f ∈ K[ f1, f2 − a f3]
tais que gr( f + f3) < gr( f3) e

gr([ f1, f + f3]) < gr( f2) + gr([ f1, f2 − a f3]) .

Neste caso, se l = (x1, x2 − ax3, x3) então l ◦ F =
( f1, f2 − a f3, f3) é elementarmente redutível (somando

f3 com f diminuímos o grau de f3).

Exemplo. O automorfismo manso Φ considerado acima

é automorfismo com redução do tipo I e s = 3.
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Não daremos as definições formais para os outros

três tipos de automorfismos introduzidos em [18]; os in-

teressados podem verificar o artigo original. Observa-

mos somente que qualquer automorfismo que admite

a redução do tipo II é elementarmente redutível depois

de torção por dois automorfismos lineares da forma

(x1, x2− ax3, x3). Qualquer automorfismo que admite a

redução do tipo III é elementarmente redutível depois de

torção por dois automorfismos: um linear e outro qua-

drático da forma (x1, x2 − bx3 − cx2
3, x3). Finalmente,

qualquer automorfismo que admite a redução do tipo IV

é elementarmente redutível depois de torção por três

automorfismos: um linear e dois quadráticos.

Observação. Se um automorfismo F = ( f1, f2, f3) ad-

mite uma redução do tipo I-IV então gr( fi) > 1, i =
1, 2, 3. Isso segue imediatamente das definições.

Definem-se então os automorfismos simples de modo

indutivo. São simples todos os automorfismos de grau

3 (isto é, os afins) e também aqueles que admitem uma

redução ou elementar ou de tipos I a IV para um outro

automorfismo simples. Como todas essas reduções são

composições de elementares, segue automaticamente

que os automorfismos simples são mansos.

O resultado principal de Shestakov e Umirbaev é o

seguinte:

Teorema 4.1. Todos os automorfismos mansos são simples.

Em particular, todos os automorfismos mansos admitem uma

redução ou elementar ou de tipos I a IV (e essa redução é

univocamente definida).

A demonstração consiste em mostrar que toda com-

posição de um automorfismo simples θ com um ele-

mentar e é também um automorfismo simples. Assim,

sendo a identidade, por definição, um automorfismo

simples, qualquer automorfismo manso também o será,

dado que é uma composição de elementares.

Essa demonstração é trabalhosa e bastante técnica.

Considera-se que θ possa ter qualquer um dos 5 tipos

de redução em alguma de suas 3 componentes, perfa-

zendo 15 casos a serem estudados. Aqui a estimativa

obtida no Teorema 3.1 é novamente fundamental.

Agora, levando em conta a observação anterior ao te-

orema, concluímos que qualquer automorfismo manso

não linear Φ = ( f1, f2, f3) tem gr( fi) > 1, para todo

i = 1, 2, 3. Mas f3 = x3 no automorfismo de Nagata.

Portanto, temos imediatamente

Corolário 4.2. O automorfismo de Nagata é selvagem.

Construir automorfismos mansos em geral é um pro-

blema difícil. Van den Essen, Makar-Limanov e Wil-

lems construíram uma série de automorfismos mansos

na classe DI com s = 3, 5, 7 (ver [20]). Recentemente,

Kuroda [9] construiu exemplos de automorfismos em

DI para qualquer s ímpar.

Os artigos de Shestakov e Umirbaev deixaram em

aberto a questão de construir pelo menos um exemplo

de automorfismos nas classes DII , DIII e DIV . Kuroda

mostrou em [10] que a classe DIV é vazia. O problema

de existência de automorfismos nas classes DII e DIII

continua em aberto.

Além da demonstração de que todo automorfismo de

R2 é manso, van der Kulk, em [8], descreve a estrutura

de Aut R2: ele é o produto amalgamado livre de dois

grupos sobre sua intersecção. Um deles é o grupo afim

Aff(k, 2) formado pelas aplicações afins inversíveis e o

outro é o chamado Grupo de Jonquieres J(k, 2), formado

pelas aplicações do tipo F = (a1x + f1(y), a2y + f2),

onde a1, a2 ∈ K∗, f2 ∈ K e f1(y) ∈ K[y].

Outro resultado conhecido acerca da estrutura de

Aut R2 é que todo subgrupo finito de Aut R2 é conju-

gado a um grupo de automorfismos lineares. A de-

monstração desses fatos pode ser encontrada em [3].

No caso de R3, Umirbaev obteve uma descrição de

seu grupo de automorfismos mansos através de gera-

dores e relações, que veremos a seguir.

Vamos considerar os automorfismos elementares de

R3:

φi,a, f : (x1, . . . , xn) → (x1, . . . , xi−1, axi + f , xi+1, . . . , xn) .
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É fácil ver que esses automorfismos satisfazem as se-

guintes identidades:

φi,a, f φi,b,g = φi,ab,b f+g . (2)

Além disso, se i = j e f não depende de xi e xj, temos

φ−1
i,a, f φj,b,gφi,a, f = φj,b,φ−1

i,a, f (g) . (3)

Seja σks o automorfismo de permutação das variáveis

xk e xs. Este automorfismo pode ser naturalmente es-

crito como composição de automorfismos elementares

e, portanto, σks é manso. Temos

σksφi,a, f = σj,a,σks( f ) , (4)

onde xj = σks(xi).

Teorema 5.1. (Umirbaev, [19]) O grupo de automorfismos

mansos de R3 tem geradores φi,a, f e relações (2)-(4).

A descrição do grupo de automorfismos mansos para

n > 3 está em aberto.

O uso da álgebra de Poisson livre Pn = P(L[X]) como

ferramenta na descrição dos automorfismos mansos de

R3 estabeleceu uma conexão entre suas estruturas. Al-

gumas questões envolvendo os automorfismos de Pn

surgiram naturalmente. Citaremos alguns resultados

interessantes nessa direção.

Observe que existe um epimorfismo canônico de ál-

gebras de Poisson Pn → Rn induzindo um epimorfismo

de grupos π : Aut Pn → Aut Rn. A restrição desse epi-

morfismo ao subgrupo de automorfismos mansos de Pn

induz um epimorfismo ao grupo Tn(K) de automorfis-

mos mansos de Rn.

Makar-Limanov, Tursunbekova e Umirbaev [12]

mostraram que qualquer automorfismo de P2 é manso.

De fato, temos isomorfismo de grupos Aut P2 
Aut R2. Por outro lado, não é verdade que qualquer

automorfismo de P3 seja manso. Isso vem do fato que o

automorfismo de Nagata pode ser levantado a um au-

tomorfismo de P3.

Recentemente, Shestakov construiu o seguinte auto-

morfismo Φ de P3, que é selvagem mas tem imagem

polinomial π(Φ) mansa:

Φ = (x1 + [z, x3], x2 + zx3, x3) ,

onde z = x1x3 − [x2, x3].

Makar-Limanov e Shestakov mostraram o seguinte

resultado interessante. Seja φ : Pn → Pn um endomor-

fismo tal que sua imagem π(φ) seja um automorfismo

de R2. Se φ([x1, x2]) é um múltiplo de [x1, x2] então φ é

um automorfismo de P2.

Como observado por van den Essen em [6], a história

do Problema dos Geradores Mansos tem os seguintes

episódios: em 1942, Jung solucionou o caso para n =
2; em 1972, Nagata construiu um candidato a contra-

exemplo para o caso n = 3; e, em 2002, Shestakov e

Umirbaev resolveram o caso n = 3. Assim, ele propõe:

Problema do ciclo de 30 anos. O que acontecerá em

2032?
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