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Nada melhor para motivar nossos alunos do que
mostrar uma aplicagao da teoria a ser desenvolvida. E
assim que funciona o modelo matematico: é 6timo para
incentivar, por exemplo, o estudo de equagdes diferen-
ciais.

Neste artigo vamos falar do modelo do médico Ro-
nald Ross, apresentado em um artigo de Alfred ]. Lotka
intitulado “Contribution to the analysis of malaria epi-
demiology”, publicado na revista The American Journal
of Hygiene, da John Hopkins University, em 1923.!

O médico Ronald Ross descobriu, em 1898, a forma
de transmissdo da maléria, uma doenca tipica de paises
tropicais, provocada por protozodrios parasitas que sdo
transmitidos para o homem através da picada da fémea
do mosquito Anopheles. O principal sintoma da doenga
é febre e o0 doente comeca a sentir muito frio, seguido
de fases de extremo calor. Dores de cabeca, nduseas,
hemorragias e fadiga também sdo sintomas.

O modelo de Ross trata da propagagdo da maldaria
em uma comunidade e o artigo de Lotka tornou-se cé-
lebre por ser uma das primeiras tentativas de modela-
gem matemadtica de uma epidemia e também porque foi
muito usado pela Organizagdo Mundial de Satide para

fazer avalia¢bes durante as tentativas de erradicagéo da

1 Contribution to the analysis of malaria epidemiology. II. General
part (continued). Comparison of two formulae given by Sir Ro-
nald Ross. American Journal of Epidemiology, v. 3, supp. 1, p. 38-54,
1923.
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maldaria em varias partes do mundo.

O modelo é dado por um sistema ndo linear de
duas equagdes diferenciais ordindrias que sera anali-
sado através do estudo de estabilidade dos seus pontos
de equilibrio, indicando condigbes para a extingdo da
epidemia.

Para o modelo consideraram-se os seguintes parame-

tros:
p: populacdo humana;
p': populacdo de mosquitos;

z: populagdo humana portadora do protozodrio,

mas ndo necessariamente doente;

z': populagdo de mosquitos portadores do proto-

Z0dario, mas nao necessariamente transmissores;
fz: populagdo humana que desenvolveu malaria;

f'z': populagdo de mosquitos portadores e trans-

missores do protozodrio;

r: taxa de cura dos humanos (fragdo, por unidade
de tempo, que deixa de ser portadora do protozoa-

rio);

b: nimero de picadas que o homem recebe por uni-

dade de tempo;

b’: namero de picadas que o mosquito dé por uni-

dade de tempo;

M: taxa de mortalidade provocada pela maldria

nos individuos portadores de protozoério;

M': taxa de mortalidade provocada pela maldria

nos mosquitos portadores de protozoario;



t: tempo.

Considerando os pardmetros acima, com a hipétese
adicional de que as populagdes de humanos e de mos-
quitos sdo fixas, o fato mais importante para a modela-
gem deste problema é que a taxa de crescimento de indi-
viduos portadores do protozodrio se dd pelo niimero de novas
infecgdes por unidade de tempo, menos o niimero de curas
e o miimero de mortes causadas pela maldria por unidade de
tempo.

Observemos que, se 0 mosquito picar um humano,
em média, b’ vezes por unidade de tempo, entdo f'z’
mosquitos portadores e transmissores do protozodrio
dardo b'f’z' picadas infectadas (sobre humanos) por
unidade de tempo e % dessas picadas cairdo sobre
pessoas sadias. Assumindo que toda pessoa picada
torna-se portadora do protozodrio, entdo o ntimero de
novas infecgdes por unidade de tempo, na populagdo
humana, sera b’ f'z’ - % Similarmente, se um humano
for picado b vezes por unidade de tempo, o ntimero

. _ . , /72/
de novas infec¢des entre os mosquitos serd bfz - £ A

Com estas considerag¢des, o modelo de Ross é dado por:
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O ntimero de picadas tomadas pela populacdo hu-
mana ¢é igual ao ntimero de picadas dadas pelos mos-
quitos, ou seja, bp = b'p/, ou ainda, b = %. Usando
isso e definindo as varidveis x = z/pey = Z'/p/, as

equagdes ficam

d
d—f = —(M+r)x+bf'y—bf'xy

2)
% =bfx—My—"bfxy,

que reescreveremos como

dx
I =anx +apy + bxy

dy

i ay1X + axny + byxy.

para facilitar a manipulacdo simbdlica.

Para a andlise qualitativa deste modelo, necessitaremos

de algumas defini¢des e resultados preliminares.

Para iniciar, vamos relembrar o conceito de equagdo
diferencial ordindria autonoma. Dados f um ntmero
real, D um subconjunto aberto de R* e f : D — R”"
uma funcéo continua, chamamos de equagio diferencial
autonoma a toda relagdo da forma x(t) = f(x(t)) ou,
simplesmente, X = f(x), em que x denota a derivada
de x em relagdo a t. Uma funcéo x é uma solugdo dessa
equacdo diferencial sobre um intervalo I C R se x é
uma funcdo continuamente diferenciavel no intervalo
I, x(t) € D paratodot € [ e x satisfaz ¥ = f(x) em
I. Caso seja acrescida a condic¢do de que a solugdo deve
passar por um ponto xp € D no instante ¢y, entdo temos
um problema de valor inicial para a equagdo diferen-
cial, que consiste em encontrar um intervalo I contendo
fp e uma solugédo x da equacgao diferencial, com dominio

em [ e satisfazendo x () = xo.

O primeiro grande problema ao resolver uma equa-
¢do diferencial é ter garantias de existéncia e unicidade
de solugdo. Neste sentido sabemos que, se f for con-
tinua em D, entdo para todo (tp,xp) € R x D, existe
pelo menos uma solugdo do problema de valor inicial
x = f(x), x(to) = xp. Além disso, se f é localmente
Lipschitziana na varidvel x, temos unicidade de solu-
gao.

Como nem sempre é possivel, em equagdes ndo line-
ares como o modelo de Ross, encontrarem-se solugdes
de equagdes diferenciais expressas por combinagdes fi-
nitas de fung¢des elementares, uma alternativa é enten-
der suas solugdes do ponto de vista qualitativo. Para
isso, as solugdes constantes desempenham um papel
importante. E facil mostrar que x(t) = % é uma solu-
¢do constante se, e somente se, f(%) = 0. Neste caso, ¥
é chamado de ponto de equilibrio.

Diz-se que um ponto de equilibrio X é estdvel se toda
solucdo comecando perto do ponto de equilibrio per-
manece em uma vizinhanga de ¥ no decorrer do tempo.

E que um ponto de equilibrio x é instdvel se ndo é esté-
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vel. Além do mais, diz-se que um ponto de equilibrio
é assintoticamente estdvel se solugdes proximas de ¥ ten-
dem, no futuro, ao ponto de equilibrio.

No caso da modelagem de propagacdo da maldria, a
origem é um ponto de equilibrio, que representa a au-
séncia total de portadores do protozodrio tanto na po-
pulagdo humana quanto na populacdo de mosquitos.
Se a origem for assintoticamente estavel, isso garantird
a extin¢do da propagagdo da doenga, ao menos se fo-
rem suficientemente baixas as propor¢des das popula-
¢des de humanos e de mosquitos portadoras do proto-
zoério. Por outro lado, se a origem for instdvel haverd a
possibilidade de que uma baixa proporcao de contami-
nacao se torne uma epidemia.

Pelo menos em torno do ponto de equilibrio, sob al-
gumas hipéteses, o comportamento qualitativo das so-
lugdes pode ser entendido por meio da andlise da equa-
¢do diferencial linear x = Df(%)x, em que Df(X) é a
matriz Jacobiana de f no ponto ¥. Por exemplo, um
critério suficiente para que X seja um equilibrio assinto-
ticamente estével é que os autovalores da matriz Df ()
tenham parte real negativa ([1]). Genericamente, da te-
oria geral pode-se também afirmar que: Se os autovalo-
res da matriz Df (X) tiverem todos parte real nio nula entdo
o tipo de estabilidade do ponto de equilibrio para o sistema li-
near associado x = Df (%)x serd o mesmo que para o sistema
ndo linear x = f(x). Basta, por exemplo, haver um au-
tovalor com parte real positivo para podermos concluir
que o equilibrio é instdvel.

Agora vamos calcular os pontos de equilibrio do sis-
tema nédo linear dado pelo modelo de Ross e utilizar es-
ses resultados para tirar conclusdes a respeito do sis-
tema.

Os dois pontos de equilibrio sdo (0,0) e (P,Q), em

que

__And — a124z1 __Ana — a124z1 4)

a11by — ax by axby — apby

Os denominadores das duas fragdes sdo, respectiva-
mente, (M +r)b' f+bb' ff e M'bf' + bV’ ff’, logo am-
bos positivos. Portanto, se 211420 — 412421 > O entdo P e

Q sdo negativos, o que ndo tem significado bioldgico.
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O sinal de 411492 — a12a71 também serd importante na
determinagdo da estabilidade dos pontos de equilibrio.
Isso permitird tirar conclusdes em termos dos pardme-

tros originais do problema, pois
a1z — aay = (M+r)M' —bb'ff'. ©)

Comecemos pelo equilibrio (0,0), que tem matriz Ja-

Df(O) _ ( a1 412 > .
a1 a2

Os autovalores sdo as solucdes da equagdo caracteris-

cobiana

tica
A% — (a1 + an)A + (anax — apaz) =0,

que possui as raizes

Ay — (1111 + 1122) + \/Z
1,2 - 2 7

em que o discriminante

A = (a11 + a12)* — 4(anax — a12a) ©)
= (a11 — ax)* + 4appaz
é, pela segunda expressdo, sempre positivo, pois aj; =
bf' eay =b'f osdo. Isso implica que os autovalores de
Df(0) sdo reais.

No caso em que 4114 — 412421 < 0 a primeira equa-
cdo em (6) implica VA > |ay; + ap|, resultando em
autovalores reais com sinais diferentes. Portanto, neste
caso, o ponto de equilibrio (0,0) é instavel.

Se, por outro lado, a4 — a1paz1 > 0, entdo VA <
la11 + ax|. Comoay;; = —(M +71) e apy = —M/, entdo
a1 + ax < 0 e também a1q + a2 + VA < 0, resultando
que os dois autovalores sdo reais e negativos. Neste
caso, o ponto de equilibrio (0,0) é assintoticamente es-
tavel.

Agora olhemos para o ponto de equilibrio (P, Q), que

tem matriz Jacobiana

DF(P, Q) — ( ann +b1Q ap+bP ) '

a +bQ  ax +bP

Para explicitar a equagéo caracteristica

A2 —tr Df(P,Q) A +det Df(P,Q) =0,



primeiro achamos
det Df (P, Q) = —(a11a22 — a12421)
e também
tr Df (P, Q) = a1 +axn + b1 Q + boP.

Essa tltima expressdo pode ser deixada em forma mais

conveniente, bastando mostrar as identidades

ai a2

222 —

QP
e

a1 >

e

O

e usd-las para substituir by e by, de maneira a obter

tr Df (P, Q) = —a2 (%) —ay (g) .

Dessa expressdo, em particular, tr Df(P,Q) < 0. Se A
é o discriminante da equagdo caracteristica, entdo, apés
manipulacio algébrica,

P
A= (ﬂu% — ay1=)? +4ayian .

Q

Como aj; e axp sdo ambos negativos, resulta que A
é positivo, o que por sua vez implica que os autova-
lores de Df(P,Q) sao reais. Por causa do sinal ne-
gativo de tr Df(P,Q) o termo de grau 1 da equagdo
caracteristica é positivo, implicando que pelo menos
um autovalor é negativo. Com a hipétese adicional
de que aj1a22 — 412471 seja negativo, que é a condicdo
para que P, Q tenham sentido biolégico, resulta que
VA < |tr Df(P,Q)| e, portanto, que os autovalores sdo
ambos negativos, implicando que (P, Q) é assintotica-
mente estavel.

Usando (5), podemos assim resumir os resultados ob-
tidos: se (M + r)M' > bb'ff' entdo a origem ¢é assin-
toticamente estdvel e ndo hd nenhum outro equilibrio
de coordenadas ndo negativas; se (M +r)M' < bb'ff’
entdo a origem ¢é instdvel e existe um outro equilibrio
(P, Q) que é assintoticamente estédvel. Ou seja, depen-
dendo da relagdo entre os parametros, a epidemia pode
ser extinta naturalmente ou pode estabilizar com inci-

déncia em um percentual constante da populagdo.

Evidentemente seria necessdrio analisar o comporta-
mento qualitativo das solugdes nos dois casos para ga-
rantir que outros tipos de solucdo, como 6rbitas perié-
dicas ou solugdes indo a infinito, ndo acontecam. Mas

esse € assunto para uma outra oportunidade.
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