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(Proposto pelos participantes do MAT-IME)

(a) Prove que todo ntimero real x > 1 pode ser escrito

de maneira tinica como

= 1
x=[J0+—-),
j=1 &;
onde os a; sdo inteiros positivos, nem todos iguais

al, taisque ajq > oc]2- para todo inteiro positivo j.

(b) Prove que, se x é racional, entdo, na representagdo
. . . . 9
acima, existe um inteiro Ny tal que aj 1 = i para
todo j > Np.

(Proposto no Desafio em Matemitica da PUC-Rio de 2008)
Um poligono convexo de n > 3 lados sempre pode
ser decomposto em 1 — 2 tridngulos por n — 3 diagonais
que ndo se cruzam. Dizemos que uma tal decomposi¢do
é impar se todo vértice do poligono for vértice de um nu-
mero impar de tridngulos da decomposi¢do. Determine
para quais valores de n um poligono convexo de n lados

admite decomposicdo impar.

(Proposto no Desafio em Matemitica da PUC-Rio de 2009)
Seja g(n) = 3" +2" —n. Seja ay = 0 e defina a,,41 =

g(ay). Assim, a; = g(ag) = g(0) =3°+2° -0 =2e

ay = g(2) = 11. Determine o ultimo algarismo de 919

(escrito em notacgdo decimal).

4

(Proposto no Desafio em Matemdtica da PUC-Rio de 2010)
Seja N = {0, 1,2,3,... } o conjunto dos niimeros na-
turais. Dizemos que um polindémio P(x, Y, z) é trilegal se

ele satisfizer as seguintes condigdes:
(i) Sea, b, c € N entdo P(a,b,c) € N.

(11) Se ap, a1, bO/ bl/ Co, €1 S N e P(“O/bOICO) =
P(aq1,b1,¢1) entdo ag = a1, bg = by e cg = ¢3.

(iii) Para todo n € 1IN existem a, b, ¢ € IN com
P(a,b,c) =n.

Assim, por exemplo, P(x,y,z) = X+ Xy + z ndo é trile-
gal, pois satisfaz as condigdes (i) e (iii) mas ndo satisfaz
a condicdo (ii). Diga se existe algum polindmio trilegal.

Se existir, dé exemplo; se ndo existir, demonstre este fato.

(Proposto na segunda fase do Nivel Universitirio da OBM de
2012)

Neste problema, uma caixa é um paralelepipedo re-
tangulo P C IR®. Definimos o tamanho da caixa P como
sendo a° + b°® + ¢® onde 4, b, ¢ sdo os comprimentos das
arestas de P nas trés dire¢des e s € um inteiro fixo. Deter-
mine para quais valores de s vale a seguinte afirmacéao:
se uma caixa P; esta contida em uma caixa Py entdo o
tamanho de P; é menor ou igual ao tamanho de P.

Obs.: Os paralelepipedos em questdo podem estar em
qualquer posi¢do. Em particular, ndo precisam ter lados

paralelos aos eixos coordenados.

Publicamos a seguir os problemas da IV Competigdo Ibe-
roamericana Interuniversitiria de Matemitica, realizada de 1
a 5 de outubro de 2012 no CIMAT, em Guanajuato, México.

Os 3 primeiros problemas formaram a prova do primeiro dia
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da competigdo (realizada em 2 de outubro de 2012) e os 3 res-
tantes a prova do sequndo dia (realizada em 3 de outubro de
2012).

Para cada inteiro positivo n se define A, como a matriz

i+j—2
]1)

para todos os 1 < i,j < n. Calcular o valor do determi-

de tamanho 7 x 7 tal que sua entrada a;; € igual a (

nante de A,,.

Um conjunto A C Z é simpitico se sempre que x,y € A
com x < y temos também que 2y — x € A. Demonstrar
que se A é simpaticoe 0,4, b € Acom0 < a < be
d = mdc(a, b) entdo

a+b—3d,a+b—-2de€A.

Sejam a, b, c os lados de um tridngulo. Demonstrar que

(3a+b)(3b+a) (Bb+c¢)(3c+0b)
(2a+4c)(2b+¢) * (2b+a)(2c +a)
(3c+a)(3a+c)
+\/(2c+b)(2u+b) +
9
Seja f(x) ser;(x). Encontrar
Tlgxgo OT\/l—l—f’(x)zdx.
10

Seja D = {0,1,...,9}. Uma fungio de direcio para D é
uma funcdo f : D x D — {0,1}. Umreal r € [0,1] é

compativel com f se podemos escrevé-lo na forma r =
[0 9)

dj
Z—comd € Def(d;,
=10

positivo j.

diy1) = 1 para todo inteiro

Determinar o menor inteiro k tal que para toda funcéo
de direcdo f, se ha k reais compativeis com f entdo ha

infinitos reais compativeis com f.
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1

Sejam n > 2 e p(x) = x" +a, 1x" '+ +a;x +ag
um polinémio com coeficientes reais. Demonstrar que
se existe um inteiro positivo k tal que (x — 1)1 divide
p(x) entdo

2k?
2\a|>1+—

Errata. Na secdo de problemas do iiltimo niimero (48/49),
foi publicada a frase: “Foi realizada em outubro de 2010 pelo
IMPA, com o apoio do IME/USP, a 11 Competicio Iberoame-
ricana Interuniversitiria de Matemdtica”. O correto é: “Foi
realizada em outubro de 2010, pelo IMPA, com o apoio do Ins-
tituto Militar de Engenharia (IME), a II Competicio Ibe-

roamericana Interuniversitiria de Matemdtica”.
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